Logikai fiiggvények osztalyai

A fiiggvenyosztaly a fuggvények egy
halmaza.

A logikai fugvények egy osztalya logikai
fuggvenyek valamely halmaza. Megadhato
felsorolassal, vagy a tulajdonsdgainak
leirasaval.

F={f1, 12, 13,.. fm}
Pl. F={x1+x2, x1x2}

Fuggvényosztaly lezartja [F]

Az F fiiggvenyosztaly lezartja [F[, az
eredet1 F, plusz a beldle tetszOleges véges
szamu egymasba helyettesitessel
l1étrehozhato fiiggvények halmaza.



P¢lda egymasba helyettesitésre az el0bbi
F={x1+x2, x1x2} esetére:

Eloszor x1+x2 fuggveénybe x1 helyere x1x2-
Ot, x2 helyébe x3x4-et helyettesitve kapjuk:

(x1x2)+(x3x4)

¢z az [F] egyik eleme. Ebbe x4 helyébe
x2+x5-0t helyettesitve kapjuk:

(x1x2)+x3(x2+x5)

Ez is [F] egy eleme stb.



Zart fuggveényosztaly

Egy fiiggvényosztaly zart, ha [F]=F vagyis a
lezartja onmaga, tehat tetszoleges egymasba
helyettesiteéssel nem kapunk az F-ben nem
szerepld fuggveényt, vagyis a lezaras nem
vezet ki az eredett halmazbol.

Tétel: Zart fliggvenyosztaly lezartja
onmaga. [[F]]=[F]
Trivialisan belathato.

Tétel: Zart fliggvényosztalyok metszete 1s
zart.
Zart fuggvényosztalyok F, G, metsztiik FG.

FG-bel1 f-be FG-beli g-t helyettesitve FG
beli fliggvényt kapunk.

Bazis

F bazisa [F]-nek, ha teszOleges f € F-re
[F-t] 1=[F]

Vagyis F-bol barmely elemeét elhagyva, a
maradek lezartja nem [F].



Funkcionalisan teljes fuggvényrendszer
F funkcionalisan teljes fliiggvényrendszere
A-nak, ha [F]=A.

Ezt gy 1s mondjak, hogy F kifesziti A-t.

Pl: F={0, /x,} funkcionalisan teljes
fuggvenyrendszere G={0, 1, /x}-nek.
Itt F egyben bazisa is G-nek.

Pl: Legyen A a Boole fuggvények (0sszes
logikai fuggvények) halmaza. F={x1x2,
x1+x2, /x}

F funkcionalisan teljes fliigvényrendszere A-
nak, hiszen ES, VAGY és INVERTALAS
segitsegével minden logikai fiiggvény
eldallithato.

F nem bazisa A-nak, mivel F-bol akar a
VAGY, akar az ES fiiggvény elhagyhato,
meégis eloallithatd az 0sszes logikai
fliggvény.

{x1+x2, /x} bazisa A-nak ¢s {x1x2, /x} 1s
az.



Funkcionalisan majdnem teljes
fliggvényrendszer

F funkcionalisan majdnem teljes
fuggvenyrendszere az A zart
fugvenyosztalynak, ha [F]!=A de tetszdleges
f e F-re 1gaz, hogy [F+{]=A.

Vagyis F nem fesziti ki A-t, de F+f igen.

A Boole fiiggvények osztalyara nézve
majdnem teljes fiiggvenyosztalyok (MTFO)

A Boole fligvények osztalyat tekintve 5
majdnem teljes fliggvényosztaly létezik:
e 0-at megtarto fliiggveények,
e |-et megtartod fliggveények,
e monoton fliggvények,
e Ondualis fliggvények,
e linearis fliggvények

Mind az 5 MTFO zart.
Egy logikai fiiggvény egyszerre tobb
MTFO-ba 1s tartozhat.



0-at megtarto fuiggvények osztalya: T0
A 0-at megtarto fiiggvények azok a
fuggvenyek, melyekre £(0,0,0..0)=0.
Vagyis amelyekbe minden valtozo helyebe
0-at behelyettesitve 0-at adnak.

A TO zart. Két 0-t megtarto fiiggvenyt
egymasba helyettesitve
£(0,0,..2(0,0,..0),..0)=0 szintén 0-at megtartod
fuggvenyt kapunk, hiszen g(0,0,..0)=0.

TO majdnem teljes. TO elemei

pl. xI1x2, x1 EXOR x2.

Egy tetszdleges f !'eTO-ra (0,0,0...0) =I,
igy az | konstans el6allithatdo. 1 EXOR x=
/x, 1gy az 1nvertalas 1s eloallithato. Az
{x1x2, /x} pedig az 0sszes Boole fuggvény
egyik bazisa.

Az 0Osszes logikai fiiggvények fele a TO-hoz
tarozik. (Az 1gazsag tablaban egyetlen
rubrika kotelezOen 0, a tobbi tetszoleges)

TO elemer pl. 1, x1x2, x1+x2
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1-et megtarto fiiggvények osztalya: T1
lI-et megtartd  fuggvények azok a
fuggvenyek, melyekre f(1,1,1..1)=1

Zart ¢s majdnem teljes a Boole
fuggveényekre nézve.

Az 0Osszes logikai fuiggvények fele a T1-hoz
tartozik, bizonyitas, mint TO-nal.

T1 elemei pl. 1, x1x2, x1+x2



Monoton fiiggvények osztalya: M

A monoton fliggvények osztalyaba tartoznak
azok a fuggvények, melyekre 1gaz, ha a
fliggvény tetszdleges szamu valtozojat 0-rol
1-re valtoztatjuk, akkor a fliggvény értéke
nem csOkkenhet. Jeloljik a-val és [-val a
valtozok egy kombinaciojat f(o)<=f(3) ha
o<=[} vagyis B komponenser nem kisebbek
o komponenseingl.

Vagyis pl. ha f € M, ¢&s {(1,0,1,1,0)=I,
akkor f(1,1,1,0,1)=1, f(1,0,1,1,1)=1
f(1,1,1,1,1)=1

Egymasba helyettesitésnél a behelyettesitett
fuggveny értéke 1s csak nOhet ha a<=p, igy
az egesz monoton marad, vagyis zart.

Monoton fuggvénnyel nem valosithatdo meg
az invertalas.



Ha egy fuggvény mnem monoton, akkor
megcsinalhato vele az inverter.
f(x1x2..x1=0..xn)=1, €s (f(x1x2..x1=1..xn)=0.
Monoton fuggvény x1x2. {x1x2, /x} az
osszes Boole figgveényt kifesziti.

Ha egy fiiggveny legegyszeriibb alakja nem
tartalmaz negalast, akkor monoton.

Ondualis fiiggvényekosztalya: S

Az ondualis fuggvények onmaguk dualisai.
(Egy f fliggvény dualisa f*, a belble a
valtozok ¢€s az egesz fiiggvény negalasaval
kapott fliggvény, f*(o)=/f(/a).)

Ondualis fiiggvényre f(a)=/f(/a).
Az S fliggveényosztaly zart ¢s majdnem teljes
(nem bizonyitjuk).



Ondudlis fiiggvény igazsagtablajanak egyik
fele tetszolegesen kitolthetd, de a masik fele
ebbdl mar adodik, mivel ha a valtozok egy
kombinacidjahoz rogzitem a fuggveény
erteket, akkor a valtozokat negalva kapott
kombindciohoz ennek a negaltjat kell
rendelni. Ebbdl adodoan az igazsdagtabla ket
fele egymas tiikorképenek negaltja lesz:

ABC o
000 a0

001 ol

011 o3
100 /o3
101 /o2
110 /ol

111 /a0
Az n valtozds 6ndualis fiiggvények szama:

2]’1—1
2

n—1
Mivel 2 féle kombinacio toltheto ki
szabadon.

F
0
0
010 a2 1
0
|
0
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Ondualis fiiggvények pl. x, /X,
x1x2+x1x3+x2x3, x1Ex2Ex3D
Nem ondualis x1Px2!

Az ondualis fiiggvenyek igazsagtablajaban
megegyezik a 0-dak és az 1-esek szama. (De
attol, hogy ez teljesil, meg nem biztos, hogy
egy fluggvény ondualis. Pl. Nem ondualis

x1®x2, pedig a 0-ak és 1-ek szama egyez0.)

Linearis fuggvények osztalya: L

Ergy f filiggvény linedris, ha tetszdleges
x1,x2,...x1-1,x1+1,.xn ¢és valodi (nem
kiegyszertsithetd) xi  valtozd  esetén
f(x1,x2,...x1,..xn)=/f(x1,x2,.../X1,..xn).
Vagyis { tetszOleges egyetlen valodi
bemeneti valtozdjat megvaltoztatva, a
fuggveny kimenete 1s megvaltozik, de a
definicio szerint a 0 és 1 konstansok 1s 1de
tartoznak.
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Linearis fliggvények osztalya az

F=[1, xI®x2], vagyis az EXOR
fliggvénnyel ¢s az 1 konstanssal generdlhato
zart fuggvényosztaly. Ez a két fliggvény
egyben bazisa 1s L-nek.

A linearis fiiggvények tehat az EXOR
kapcsolattal €s 1 konstanssal generalhatok.
Ezek koze tartozik az EKVIVALENCIA
fiiggveny 1s, mely az EXOR negaltja.
Linearis fliggvények pl. 0, 1, x, /x, x1®Px2,
x1 EKV x2

Az EXOR fuggvény akkor ad 1-et, ha
paratlan szamu 1-es van a bemenetén.

Az EKV. fuggvény akkor ad 1-et, ha paros
szamu 1-es van a bemenetén.

12



A linearis fiiggveényeknek a Karnaugh
tablaja sakktabla szerii elrendezést mutat:

fl=x1®x2Px3D x4

f2=x1EKV x2 EKV x3 EKV x4
f3=x1®x3D x4

f4=x1®Dx3
f1 2
1 1 1 1
1 1 1 1
1 ixe 1 X2
1 1 X1 1 1 xe
X3 X3
. X4 o X4
1 1 1] 1
1 1 1] 1
1 1 x2 |11 X2
1 1 x1 1] X1
x4 %3 x4 %3

A legegyszerbb, felesleges valtozokat nem

tartalmazo alak mindig sakktabla jellegti (pl.
f1, 12).
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A linearis fuiggvenyek 1gazsagtablajaban - a
konstans fiiggvenyeket kivéve - a 0-ak ¢s 1-
ek szama azonos.

Peldak:

Mely fliggvényosztalyok része1 az alabbi
fliggvények?

f1
1
1111 B
111 A
DC

0-at megtarto, mert £(0,0,0,0)=0, TO

1-et megtartd mert f(1,1,1,1)=1 TI

f legegyszerlibb alakja: f=AD+ABC+BCD
nem tartalmaz invertalast, igy f monoton:f
nem Ondualis és nem linearis, mivel az 1-
esek és 0-ak szama kiillonbozik, s ez
mindkettore kizard ok.
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f2

1 1
1 1
1
1
D
3
1
1.
11| 4
C

(T1,L)

(TO, T1, S)

f4=C./D+ A./D +/B./D +/A./B.C
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