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Ez 6sszefoglalo digitalis technika tantargy kodolassal foglalkoz6 anyagrészéhez késziilt,
az informatika szakos hallgatok részére. Tobb-kevesebb részletességgel az eldadasokon
elhangzottakat foglalja 6ssze.

Bevezetés

Az informacio atvitel ill. feldolgozas sordn az informaciot elektromos jellé kell alakitani,
hogy az elektromossaggal mikddoé informacié feldolgozd géppel feldolgozhato legyen.
Ezt az atalakitast analog esetben analdg kodolasnak is nevezhetjiik. Itt azonban digitalis
kodokkal foglalkozunk, ezért az alabbiakban a két kod kozotti kiillonbségre vilagitunk ra.

informacio feldolozo %

— /] jel atalakito digitalis automata jel atalakito

Az informéci6 feldolgozoé gép kddokkal dolgozik
analog kod:  amplitidoban és idoben folytonos (véges id6 alatt végtelen informaciot
hordoz, de a mindig jelenlevd zajok miatt csak véges A
hasznalhat6 fel)

digitalis kod: amplitidoban és iddben diszkréten
értelmezett (véges ido alatt véges informaciot hordoz)

Analég jelbdl digitalis jel mintavételezéssel (adott analdg jel
idépontban mekkora a jel analog értéke) majd A
kvantalassal (a mintavett analog érték n bites digitalis
szdmma alakitasaval) nyerheto.

Pl. Egy hagyomanyos telefonndl a hangot (levegd t
nyomas valtozast) a mikrofon elektromos jellé (analdg digitalis jel

kodolas), fesziiltség valtozassa alakitja. Ez erdsitdvel felerdsités utan tovabbhalad a
telefonkozponton keresztiil egy masik telefonhoz, ahol a telefon hallagtéban ujra
hangnyomas valtozassa alakul (analdég dekddolas).

Az atvitel soran a jelhez zaj adodik, amelyet szintén felerdsit az erdsitd. Mennél tobb
analog jelfeldolgozé aramkordn halad at az analog jel, annal jobban romlik a jelnek a
zajhoz képesti értéke (jel/zaj viszony.) Az analdg jelfeldolgozok méretét ez jelentdsen
korlatozza.

analdg jel zajjal terhelt jel
— A1 >+ A2 >+ A3 —>—
zaj forras zaj forras

A zajforrasok sokfélék lehetnek. Analdég aramkoroknél a halozati S0Hz az egyik nagy
zajforras. Radids atvitelnél a 1égkori zavarok okoznak jelentds zajt. De ha minden kiilsd
zajt sikeriilne is kikiisz6bolni, maguk az aramkorok akkor is termelnének valamekkora
zajt (termikus zaj).



A digitalizalt informaci6 az anal6ghoz képest sok nagysadgrenddel pontosabban vihet6 at,
ill. dolgozhatd fel. A digitalis informacié helyes atvitelét egyrészt aramkorileg az
analéghoz képest sokkal nagyobb biztonsaggal meg lehet oldani, mert 1 bitnyi
informaci6 tovéabbitasakor csak 2 érték fordulhat eld pl. a 0-4t és az 1-et reprezentalo
fesziiltség vagy aram érték, és ez viszonylag nagy zaj mellet is jol megkiilonbdztethetd
megfeleld aramkori megoldasokkal. Masrész megfeleld kodolasal az eléfordulod hibakat
jelezni, s6t javitani is lehet.

A digitalis kodokat és kodolast az informacié atvitel oldalarol kozelitjiilk meg.

informacié felhasznalas
forras x u u' X
kédolo csatorna dekddolo >

A kddoléas magéba foglalja az

un. forras kodolast, melynek célja az informaci6 tomoritése,

a titkositast, melynek célja, hogy illetéktelen ne tudja visszafejteni az informaciot,
a csatorna kodolast, melynek célja a digitalis informacié hibatlan atvitele

Egyszerti példa digitalis informacio atvitelre:

informacio6 forrés: pl: magyar szoveg

kodolas: pl: a magyar szoveg betlinkénti kodolasa binaris szamokka (pl.
ASCII kod)

csatorna: pl: két allapotu, fizikailag két fesziiltségszint reprezentalja

dekodolas: pl: a binaris szamok magyar karakterekk¢ alakitasa

A csatorna lehet tobb allapotu is de itt csak a két allapotaval foglalkozunk
A:{al,az,...an} forras ABC

Binaris kod esetén a kod ABC 2 elemti: {0, 1}

K= {al &y ""an} a kod ABC betliibdl képzett véges hosszusagu sorozatok halmaza

PI. binaris kod esetén K = {00, 010, 0111, ...}

A 2-es szamrendszrii szamok egy szamjegyét bit-nek nevezik, a binary digit (binaris
szdmjegy) roviditéseként

Betl szerinti kddolas:
Az A halmaz minden karakterének megfeleltetjiik K egy-egy elemét
((ll —>a,a —> az,...)




A K halmazt kodnak nevezzik.
A K halmaz elemei a kodszavak, de a kddszavakat is szokas kodnak nevezni.

Koédok osztdlyozasa:
karakterkészlet alapjan: - bindris, {0,1}
- nem binaris pl. {0, 1, 2}

a kodszavak hosszlisaga alapjan: - fix hosszosagu, P1. {100, 010, 111}
- valtoz6 hosszusagu P1. {01, 110,1111}

alkalmazasi cél alapjan: - aritmetikai (1-es komlemens, offszet stb.),
- pozici6 (Pl. Gray kod, Jophnson kod)
- hibajavito (P1. Hamming kod)
stb...
1. példa: Mekkora fix hosszusagu kod sziikséges, ha a kodoland6 halmaz szdmossaga
N=9, a kéd ABC betiiinek szama k=3?
Egy betiivel 3 elemet kddolhatunk, két bettivel 3*3-at, x betlivel 3* -edikent.
k"> N, x=’-logk N-‘
x=2

Az informdcié mértékegysége

Mennyi informaciot hordoz egy karakter, ha a k-féle van beldle és mindegyik egyforma
valdszinliséggel fordul eld az atkiildendd sorozatban? Az egyes karakterek azt az
informéaciot hordozzak, hogy a k-féle lehetdségbdl éppen melyiket valsztottuk. Pl. ha azt
akarjuk atkiildeni a csatornan, hogy egy kockaval egymas utdn dobva éppen mely szdmok
jottek ki, akkor az aktualisan vett karakter megmondja, hogy a 6 féle lehetdségbdl épp
melyik jott ki. Gyakorlati esetekben a valasztasi lehetdségek szama nagyon nagy lehet.
Nem csak egy karakter altal hordozott informacid, hanem egymas utdn irt karakterek
(karakter sorozat) altal hordozott informacio is érdekes lehet.

Mint az els6 példabol is kideriilt, k-féle karakterbdl n darabot egymads utan irva k" _fele
lehetdség van (ennyi féle iizenet kiildhetd). Ha egy esemény valdszintisége p, annak
bekovetkezését ugy is értelmezhetjiik, hogy 1/p féle lehetdségbdl pont az kovetkezett be.
A dobdkockénal egy konkrét szam pl. a 6-os dobasanak valoszinlisége p = 1/6, vagyis
1/(1/6)=6 féle esemény koziil pont a 6-0s jott ki.

Tobbek kozott ezért az informéacid mértékélil az vélasztjuk, hogy az hény biten
kédolhatd. Az el6zd gondolatmenet alapjan egy p valdszinliségli esemény tehat m=1/p
féle lehetoség koziili 1 bekozvetkezéseként foghato fel, igy az binaris kodolassal
log,1/ p=—Id p biten kddolhatd vagyis ennyi informacidt hordoz (/d-vel a 2-es
alapu logaritmust jeloljiik).

Ez a kis példa talan érzékelteti, hogy miért igaz az, hogy a p valdsziniiségli esemény
bekévetkezése altal hordozott informacié:  —_j7 ,  bit



Informacid sebesség

R=lim,__ 1AN0)
Informacio sebesség definicio szerint: ¢, ahol N(t) a t id§ alatt atvihetd
iizenetek szama, igy /d N(t) a t id0 alatt atvihetd informacié. Mivel az id0 a
hatarértékképzésben a végtelen felé tart, az informacio sebesség annak a mérdszama,
hogy egységnyi id6 alatt, hosszu ido atlagaban hany bit informacié megy at a csatornan
(bit/idéegység).

2. példa: Ha adott az egyes karakterek atviteli koltsége (%+%i), mekkora a ¢ koltséggel
(1d6 alatt) még éppen atvihetd iizenetek szdma és az informdacié sebesség? Hogy
egyszerlibb legyen a feladat tételezziik fel, hogy az Osszes karakter atviteli koltsége
egyforman 1.

a. {SI,SZ,...SD} t, =1

- minden karakter atviteli koltsége egyforman 1,

- D féle karakterbdl valaszthatunk,

- egységnyi 1d0 alatt D féle lizenet lehetséges

- 2 egységnyi id9 alatt D*D (a masodik karakter is D féle lehet)...

Le]
N(t)=D (a kitevo ¢t egész része)

R=Ilim tldTD:ldD

—w

Az informacio6 sebesség:

=1 g5 a szintaktikai

b. Ha szintaktikai megkétés van, bonyolultabb a feladat. Legyen %
megkdotést az aldbbi grdffal adjuk meg:

16 maganhangzobol 1 A graf azt fejezi ki, hogy minden magénhangzot
massalhangzonak kell kovetni és forditva.
Mivel k2f; idénként a kezdd allapotba keriil, és
hosszu id6 tavlataban ;5. helyett 2t-t irhatunk, ezért,
j6 kozelités, hogy '

8 massalhangzobdl 1

N(2t)=(8*16)

Amibdl adodik, hogy
sz(zz)_hm t1d(16*8) 1d16+1d8
2t Tt 2

R=I1lim, ,

Bonyolultabb graf esetén nehéz kiszdmitani.



Viltoz6 hosszisagu kodolas (forras kodolas)

Itt a kddolas célja az informacié tomoritése. A valtozo hosszusagu kodolas esetén a
koédszavak hossza kiilonb6z6 lehet, de tigyelni kell a megfejthetéségre.

Megfejthetdség
Egy kod megfejhetd, ha a kodszavaibdl eldallitott tetszdleges lizenet egyértelmiien
felbonthato a kod kodszavaira.

A kovetkezd kod nem megfejthetd {a: 00, b:01, c:11, d:0001}, ugyanis az abd
kodolasaval adodd 00010001 iizenet abd,dab, abab és dd iizenetként is értelmezhetd. A
problémat az okozta, hogy voltak kodszavak, amelyek mas kodszo utan irt karakterek
segitségevel generalhatok.

Prefix tulajdonsag: egyik kodszo sem folytatdsa egy masiknak.
pl: a {01, 001, 100, 1100} kod prefix

Ha a kodszavak hossza egyforma, akkor a kodolt {izenet biztosan megfejthetd, hiszen
prefix.

A prefix tulajdonsag a megfejthetdség elégséges, de nem sziikséges feltétele.

Feladat: Prébaljon nem prefix, de megfejthetd valtozo hosszi kodot generalni, 4
eseményhez!

A {10, 100, 1000, 10000} k6éd nem prefix, de megfejhetd, mert a kodszavak hatarat jelzi
az elso karakter.

A prefix tulajdonsagu kod fagraf segitségével generalhato. PI. binaris prefix kodot binaris
faval generalhatunk. A gyokértol egy-egy levélig haladva megkapjuk a kodokat.

010 011 1110 1111

fgy konstrualva egy k2 kod csak akkor folytatasa egy k1-nek, ha k2-hoz k1-en keresztiil
lehet eljutni, de akkor k1 nem levele a grafnak, hanem egy belsé pontja..

Ha az informdcios csatorna zajmentes, akkor a minél rovidebb (olcsobb, gyorsabb,
tomorebb) lizenet a cél.



Koéd koltsége
Egy informaci6 atvitelének (vagy taroldsanak) koltsége anndl nagyobb, minél hosszabb.
Ezért zajmentes esetben a kodolas elsddleges célja, az dtlagos kodhossz csokkentése.

Ha adott egy-egy karakter (%) el6fordulasi valdszinlisége, Pi, az % hez tartozd kodszo

hossza L & 2«7 =1 (teljes eseményrendszer, vagyis minden esemény eléfordul 0-nal
nagyobb valdszinliséggel), akkor az M szam karakterbdl all6 tizenet kddjanak atlagos
hossza a kovetkezd gondolatmenettel szamithato:

- az M karaktert kddolo ilizenetben atlagosan n, = Mp, szer fordul el6 az ¢ karakter,

p,=—=, M — o esetén
o~
mert =~ M

- a lizenetben el6forduld % karakterek kodjanak egyiittes hossza: Mp;

M zpz-ll-
- a teljes kodolt iizenet varhat6 hossza: i

l

i

) Kodolt iizenet hossza
lim,, = Z pil;

- a kéd kélsége: M ,-
bizonyithatéan a kovetkezékben definialt entrdpia.

ennek létezik also korlatja, s ez

Definicio: Ha egy X valoszinliségi valtozo eloszlasa {p1,p2,p3,..pn} akkor a kovetkezo
kifejezés az X entropidja (Shannon formula) 1
H(X)= ZPJd7 =—> pldp,

1

Osszehasonlitva az 4tlagos kodszohosszat az alsd korlatjat ado entropiaval, azt
mondhatjuk, hogy idedlis kodolds esetén (ami tobbnyire nem valosithatd meg), a pi
valdsziniiségli eseményt

1
ld —  szamu biten kellene kodolni (ekkor érnénk el a koltség elvi minimumat).

Ezt gy is értelmezhetjiik, hogy a pi valdszindségli esemény ennyi bit informaciot
hordoz, mint ahogy ezt mar emlitettiik. Tehat egy esemény annal tobb informaciot
hordoz, mennél valdsziniitlenebb. (Ha a lotton 5 taldlatunk van, az sokkal tobb
informdacid, mint ha megtudjuk, hogy egyaltalan nincs.)

Altalanos elv, hogy a ritkabban eléforduld eseményt (karaktert) kodoljuk hosszabb
koddal.

Feladat:

Prébaljon mennél jobb valtozo hosszlisagt kodolast késziteni az alabbi esetben! Ugyeljen
a megfejthetoségre is!

{al:0.3, a2:0.3,a3:0.2, a4:0.1, a5:0.05, a6: 0.05}

Az elvi idedlis hossz eseményenként:

11:1.7312:1.73 13:2.32 14:3.32 15:4.32 16:4.32

Elvileg elérhetd atlagos kodszo hossz: 2.27



Shannon kod
Ez kozel optimdlis hosszisagi prefix kodot eredményez. A kodolas algoritmusa a
kovetkezo:
Allitsuk valésziniiség alapjan sorrendbe az eseményeket.
PIL. {al:0.2 a2:0.2, a3:0.19, a4:0.12, a5:0.11,a26:0.09,a7:0.09}
Osszuk két olyan részre az igy kapott halmazt, melyekben a valdsziniiségek O0sszege
kozel egyforma, kiilonboztessiik meg Oket egy bittel, majd az igy kapott részhalmazokra
is végezziik ezt el, amig lehetésges. A végén az igy kapott binaris fagraf gyokerétdl az
egyes levelekig (egyedi események) haladva egymads utdn irva a biteket, megkapjuk az
adott eseményhez tartozo kodszot.

{a1:0.2 a2:0.2, a3:0.19, a4:0.12, a5:0.11,a6:0.09,a7:0.09}

/\
{a1:0.2, a2:0.2, a3:0.19}(0.59) {a4:0.12, a5:0.11,26:0.09,a7:0.09}(0.41)
0 1 V\
{a1:0.2} {a2:0.2, 23:0.19}(0.39) {a4:0.12,a5: 0.11}(0.23) {a6:0.09,a7:0.09}(0.18)
0 /\1 0 1 0 1

{a2:0.2} {a3:0.19} {a4:0.12} {a5:0.11} {a6:0.09} {a7:0.09}

A kapott kod:

al: 00, a2: 010, a3: 011, a4: 100, a5:101, a6: 110, a7:111

{al:0.2 a2:0.2, a3:0.19, a4:0.12, a5:0.11,26:0.09, a7:0.09}

Ennek koltsége: 2*0.2+3*0.2+3*0.19+3*0.12+3*0.11+3*0.09+3*0.09=2.8

Az elvi idedlis kodsz6 hosszak:

11:2.32,12:2.32,13:2.4, 14:3.06, 15:3.18, 16:3.47, 17:3.47
Elvi als6 koltséghatar: 2.73

Lathatoan elég jol megkozelitette a kapott kodolas.

Ha minimalis bitszdmon, azonos hosszusagban kodoltunk volna, akkor 3 lett volna az
atlagos kodszo hossz.

Feladat:
Készitsen Shannon kodolést az alabbi esetben, szamitsa ki az atlagos kodszo hosszat is!
{al:0.3, a2:0.3,a3:0.2, a4:0.1, a5:0.05, a6: 0.05}



Huffmann kéd
A Huffmann kod valtozo hosszisagu optimalis koltségl prefix kod. A kodolas
algoritmusat a kovetkezd példan mutatjuk be:
Adott az aldbbi kod és valoszintiségek:
zpi =1
{al:0.2 a2:0.2, a3:0.19, a4:0.12, a5:0.11,26:0.09,a7:0.09} teljesiil

a. Vegyiik a két legkisebb valdszinliségli eseményt és kiillonboztessiik meg dket egy
bittel, s utana vonjuk dket 0ssze egyetlen olyan eseménnyé, melyek valdszinlisége a két
esemény valosziniiségének dsszege.

a6:0.09 a7:0.09

N

0.18

Ezutan az 6sszevont eseménnyel helyettesitve azokat, amelyek 0sszevonasabol
keletkezett, folytassuk az el6z0 pont szerint, amig lehetséges.

Az Osszes 1épés elvégzése utan a kovetkezd adodik:

a6:0.09 a7:0.09

NG

a:67:0.18 a3:0.19 ab5:0.11 a4:0.12
™ ™~
a1:0.2 a2:0.2 a673:0.37 ab4:0.23

M M
a12:0.4 a67354:0.6
0 1

Az egyes események kodolasa a kiadodo fa gyokerétdl kiindulva egy-egy levélig
(kodoland6 karakterek) talalhato 0-kat ill. 1-eket egymdsutan irva adodik:
al:00, a2:01, a3:101, a4:111, a5:110, a6:1000, a7:1001

Az 4tlagos kodszo6 hossz: 2#0.2+2%0.2+3*0.19+3*0.12+3*0.11+4%0.09+4*0.09=2.78

Feladat:
Készitsen Huffman kodolast az alabbi esetben, és hasonlitsa 6ssze a Shannon kodolassal!
{al:0.3, a2:0.3,a3:0.2, a4:0.1, a5:0.05, a6: 0.05}

Lathatéan, még a Huffman koddal sem értiik el az elvi hatart. Ennek oka, hogy diszkrét
szamu eseményiink van, a valoszintiségek pedig tipikusan nem [/o¢ értékiek,  ezért
altalaban csak megkozeliteni tudjuk az elvi minimumot. Menn¢l tobb
eseményliink van, anndl jobban megkozelithetjiik a minimumot. Hogyan lehetne ndvelni a
kédolandod események szamat?



Forraskiterjesztés

Ha nem az eseményeket, hanem pl. esemény parokat kodolunk, akkor n eseménybdl nxn
eseményt csinadlunk. Az esemény parok kodolasa azt jelenti, hogy ha at akarjuk vinni pl.
az alma szot, akkor az eredeti karakterek helyett az al és a ma karakterparokat kodoljuk.
Az nxn lehetséges esemény (karakter par) kodolasdhoz tobb bit kell, mint egy karakter
kodolasahoz, de a hozza tartozé valdsziniiségek is kisebbek, fliggetlen események esetén
az egyes valoszinliségek szorzata.

Ha az eredeti eseményrendszer: {al:0.3, a2:0.7} akkor a kiterjesztett:

al:0.3 a2:0.7
al:0.3 alal:0.09 ala2:0.21
a2:0.7 a2al:0.21 a2a2:0.49

Az ez alapjan szdmolt atlagos kddszohossz az 2 karakterre vonatkozik, ezért 2-vel osztani
kell, ha 6ssze akarjuk hasonlitani az eredetivel. Az eredeti eseményeket 1 biten lehet
kodolni, igy az atlagos kodszohossz is 1. A kiterjesztett eseményrendszer Huffman
koédolassal: {alal:000, ala2:001, a2al:01, a2a2:1} az egy karakterre jutd atlagos
kodszohossz  1.81/2=0.905, az eredeti eseményekre vonatkozéd elvi minimum
pedig:0.881, amit igy jobban megkdzelitettiink.

Természetesen a forraskiterjesztés nem csak 2, hanem tobb esemény alapjan is
elvégezheto.

Felhasznalasi példak

A valtozo6 hosszusagu kodolas felhasznalasara gyakorlati példa, a file tomorités. A

fileban levo karakterekrdl statisztikat készitve megallapithatd a karakterek eldfordulasi
valdszinlisége. Ez alapjan pedig elvégezhetd a tomorités. Természetesen a tomoritett file-
ban el kell tarolni az egyes karakterek kodjat is.

Fekete fehér képek tomoritésére (pl. FAX) futamhossz kédolast alkalmaznak. Mivel a
fekete fehér képen sok egymast kovetd 1-es ill. 0-van, egy-egy képsor kodjaban azt adjak
meg, hogy éppen 1-es vagy 0 kdvetkezik, s hogy hany darab van beldle.

Fix hosszusagu kodolas (csatorna kddolas)

Zajos csatorna esetén a cél, a mennél kisebb hibaval torténd atvitel. A kiilonb6z6 zajos
csatornakat kiilonféleképpen lehet modellezni:

A binaris szimmetrikus emlékezet nélkiili zajos csatorna esetén a helyes atvitel (0-bol 0
lesz, 1-bdl 1 lesz) valdsziniisége p, a hibasé pedig (1-bdl 0 lesz 0-bol 1 lesz) I-p

p

0 >0
1-p

1 5 > 1

(p>0.5, ha ez nem teljesiil akkor a csatorna invertal...)
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Aszimmetrikus csatorna esetén a 0 ill az 1 helyes atvitelének valosziniisége eltér:

p1 N
0 11 70
1-p2
N
1 02 7 1

A fenti a hibamodellekben un. atdllitodasos hibdk szerepelnek, vagyis hiba esetén az
informéacios bit negaltjat érzékeli a vevo logika.

Olyan eset is lehetséges, amikor a vevo érzékelni képes, hogy se nem 0, se nem 1 jott,
hanem "valami més". Ekkor ismerjiik a hibas bit(ek) helyét, de annak értéke ismeretlen,
eltorlodott, ezért ezt eltoriddeses hibanak nevezzik

0 0
eltérlodésés hiba
1 1

A hibak jelzésének ill. javithatosaganak érdekében

- fix hosszusagu kodolast alkalmazunk, és

- nem hasznaljuk ki a kodtér dsszes elemét (az adott bit hossziisdggal lehetséges Gsszes
kédot), hanem csak ennek egy kisebb része megengedett az atvitel soran

- Ugy kodolunk, hogy a feltételezett legnagyobb szamu hiba esetén se fordulhasson eld,
hogy a hiba hatasara egy megengedett kod megengedett kodda alakuljon.

- A maximalisan feltételezett szdmu vagy kevesebb hiba hatdsara tehat a megengedett
koédbol nem megengedett valik, ezért mindenképpen detektalni tudjuk a hibat, s ha a
megengedett kodok "elég mesze" vannak egymastol, akkor javitani is tudjuk (a hibas
kodhoz legkozelebbi megengedett kodszora javitunk).

A fix hosszusagu kodolasnal a kodteret egy hiperkockéval abrazolhatjuk. Itt minden
bitnek egy koordinatat feleltetiink meg, minden koordinatatengelyen csak 2 érték
lehetséges, 0 és 1. Minden kodnak egy pont felel meg a koordinatarendszerben. Az alabbi
abra 1, 2 és 3 bites kod esetén dbrazolja a hiperkockat. 4 bites kodnal mar meglehetdsen
bonyolut abra sziiletne.

1 bites kod 2 bites kod 3 bites kod
Z
—" x oy 100 110
0 1 aa
10 +
| 111
‘ 101
00 01 000 010
y
001
/ 011
X
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A kodok (a hiperkocka pontjai) kdzott tdvolsagot lehet értelmezni.
Két kodsz6 Hamming tdvolsaga H(a,b): az eltérd bitek (koordinatak) szama

Pl: H(101,010)=3

Bevezetjlik a K6dsz6 sulyanak W(a) fogalmat: az 1-es bitek szama a kodszdban
W(10110)=3

Ennek segitségével konnyen kiszamithat6 két kodszo Hamming tavolsaga, a kodszot
bitenként EXOR (kizar6 VAGY) kapcsolatba hozva, az eredmény stlya adja a Hamming
tavolsagukat. (Két bit EXOR kapcsolata csak akkor ad 1-et, ha a bitek eltérdk.)

Pl. legyen a két kod a: 1110, b: 01011

H(a,b)=W(a ®b) 10110
®01011

11101 W(11101)=4

Nem csak binaris kod esetén van értelme:

kl= BABUCI

k2=  PAPUCI

eltérés: 101000 W(101000)=2, H(k1,k2)=2

Ko6d Hamming tavolsadga: a minimalis Hamming tdvolsag a kodszavak kozott

Hiba detektaldsa: a hibas kddszo nem eleme a kodtérnek

Hiba javitdsa: a kodtér legkozelebbi elemére javitunk.

Példék fix hosszusagu kodokra:

1 hibat detektal a kétszer ismétld kod (pl: 0000, 0101, 1010, 1111). Hiba van, ha a kod
két fele nem megegyezo.

1 ill. paratlan hibat detektal a paritas kod. Az utolsé Un. paritas bit megegyezéstol
fiiggben parosra vagy paratlanra egésziti ki a tobbi bitet.

Pératlan szamu hiba hatdsara a paritas bit ellenkezdjére valtozik, amit a vevo oldalon a
paritas ellendrzésekor észrevesziink. Paritas kddot hasznalnak pl. a soros adatatvitel
soran a PC-ben is.

(pl: paros paritasu paritas kod: (pl:000, 011, 101, 110)

1 hibat javit a 3-szor ismétl6 kod (pl: 000000,010101,101010,111111). Amelyik két
kodrész egyezd, az a helyes.

1 hibat jelez a Berger kéd, melyben az informdacids bitek utan, az informécios bitek
kozott szerepldé 0-ak szamat is megadjak. Ez a koéd aszimmetrikus csatorna esetén
hatékonyan jelzi a hibakat. 3 informacids bitet tartalmazéd Berger kod: {00000, 00110,
01010, 01101, 10010, 10101, 11001, 11100}
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1 hibat jeleznek az N-bdl k kodok, melyek N bitbdl k db 1-est tartalmaznak. Szintén
hatékonyak aszimmetrikus csatorna esetén.

A Hamming tavolsag és a hiba detektalas ill. hiba javitas kozotti Osszefliggés
Atallitodasasos hibak esete:

d
a. !; hiba detektalhaté, ha 120 +1 k1 L1 1+ 1 1 k2
t.
i
AN 1 : [ /
k1 1 ] - | ) k2
b. U hibajavithato, ha 77 224 +1 S
c. !} hiba javithaté és ¢ hiba detektalhato ha 7 =% +1; +1
f | H(k1,k2)-tL
k1 L ] ] : ] ] 1 k2
e N
| L
t

A la< H-1 egyenldlenségnek teljesiilni kell, kiilonben a detektaland6 hiba az egyik

kodtol tf, vagy kisebb tavolsagra esik, tehat nem lesz eldonthetd, hogy javitani, vagy

detektalni kell. Tehat ‘@ <=1 = H 214141 o popen t,>1,

Az atallitddasos hibak mellet 1éteznek az eltoriodéses hibdk, ahol a vevd azt
érzékeli, hogy az atvitt bit se nem 0, se nem 1 szintii, hanem hibés. Ebben az esetben
tehat a hiba helyét ismerjiik, vagyis idedlis esetben minden eltorliodéses hiba érzékelheto,
jelezhetd. Mivel m eltorlddésés hibat feltételezve egy n hosszusagi kddszoban a konkrét
esetben tudjuk, hogy mely helyeken keletkezett a hiba, vagyis is ismerjiik a koédszo n-m
helyes bitjének helyét és értékét is. Az ett6l m+7 Hamming tavolsagra levé kddszavak
biztosan kiilonboznek az aktudlisan helyes bitek helyén 1 bitben, igy m+/ Hamming
tavosagu kod esetén m eltorlddéses hiba javithatd, arra a kddszora kell javitani, amelynek
megfeleld bitjei megegyeznek a hibas kddszo hibatlan bitjeivel.

PL. A kodszavak legyenek: 000, 110, 011, 101. Ez a kéd 2 Hamming tavolsagu, igy 1
eltorlédéses hibat javit. Ha a vevd 0x0-at érzékel (egy eltorlédéses hiba a megadott
helyen), akkor tudjuk, hogy ez csak a 000-bol keletkezhetett. Atallitodasos hiba esetén,
ha 000 helyett 010 megy at, akkor csak azt mondhatjuk, hogy hiba van, és ez az 101
kivételével barmelyik masikbol keletkezhetett.

3. példa: Készitsiink minimalis hosszusagt, 1 hiba javitasara alkalmas kodot! Héany
, kodszot hasznalunk ki a lehetséges kodok koziil?

100 110  Ha egy hibat akarunk javitani, az el6z6ek szerint 3 Haming

101'/ 111 tavolsagu kod sziikséges. 3 bites a legrovidebb kod,

amelynél mar hibat lehet javitani. Itt a 8 lehetséges kodbol

000 010 csak 2-0t lehet hasznélni, ha 1 hibat akarunk javitani (a

%, y kocka szemkozti csucsainak megfeleld kodokat), mert csak

ezek elégitik ki a minimdlisan sziikséges 3 Hamming

001
/ 011

13



tavolsagot. Pl. az 010 és 101. A kodtér tobbi 6 elemét nem hasznaljuk ki. Ha egy hiba
bekovetkezik, akkor az igy keletkezett kéd minden mas kdédnal kozelebb lesz az
eredetihez.

Ha a 010 helyett 011 megy at a csatorndn, akkor ahogy az aldbbi abra is mutatja, a
feltéltelezett 1 hiba esetén ehhez az atvitelhez hasznalt koédok koziil (010, 101) a 010 kod
van legkozelebb.

Mivel a lehetséges kodok koziil csak 2-6t hasznaltunk ki, ezért ezzel a kdddal 1 bit
informaciot tudunk - de azt viszonylag biztonsagosan - kodolni. A tobbi bitre a
biztonsagosabb atvitel miatt van sziikség.

Ha a csatornaban az atvitel soran feltételezett hibak maximalis szama 2, ez a kod csak
hiba jelzésre hasznalhato, javitasra nem. Egy vagy két hiba hatdsara is biztosan a nem
hasznalt 6 masik kod valamelyikévé valik az atviendd kod, de a pontosan 2 hiba hatasara
keletkez6 kod a masik hasznalt kodhoz lesz kozelebb.

Redundacia

Mint az el6z0 példdban lathaté, a hiba jelzés ill. javitas miatt tobb bitet kell
felhasznalnunk az informdci6 A4tvitelhez, mint ami minmalisan sziikséges, vagyis
redundansan kédolunk. Akkor hatékony a kodolds, ha a célt (az adott szamu hiba
javitasat ill. jelzését) a minimalisan sziikséges szamu bit felhasznalasaval érjiik el, vagyis
minimalis a redundancia.

A Hamming kéd

A Hamming kod egy hiba javitasara képes, igy 3 Hamming tavolsagu. A kodban a k
darab informacids bit kozott p darab paros parités bit is el van helyezve oly modon, hogy
a feltételezett 1 hiba esetén a paritasbiteket megfeleld sorrendben egymas mellé rakva és

e yey

crer

crer

p>ld(k+p)
Ha az informéacios bitek szama pl. 4, akkor 3 paritas bit sziikséges, hogy képes legyen
ramutatni mind a 7 bitre.
A paritas biteket a 2 egész szamu hatvanydnak megfeleld bitpozicidkon célszerii
elhelyezni: a7 a6 a5 p4 a3 p2 pl
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Egy-egy paritas bit azon sorszamll informécios bitek alapjan szamitando, amelyek
indexének bindris megfeleldjét a paritas bitekkel leirva, az adott paritas bit 1 értékli. Az
elobbi példanal maradva, az alabbi tablazatbol kideriil, hogy p4 az a7,a6,a5, paritasa, p2
az a7, a6, a3 paritasa, pl pedig a7, a5, a3 paritésa.

p4 | p2 |pl
a7 |1 |1 |1
a6 |1 |1 |0
as |1 |0 |1
a3 |0 1 1

A kod dekodolésa ugy torténik, hogy a vevd oldalon szintén képezik a paritas biteket.

Ha 1 bit elromlik, akkor azok a paritas bitek, amelyek képzésében a bit résztvesz, szintén
megvaltoznak az ellendrzés soran.

Pl. Az atkiildendd informaciods bitek: 1011

A paritasbitekkel kiegészitett teljes kodszo:

a7 |a6 |ab5 |p4d4 |a3 |p2 |pl
Az eredeti kodszo: 1 0 1 0 1 0 1
Legyen a5 hibés, ez jon at: 1 0O [0 |0 0 1
Mi is szamitsuk ki a paritasokat! 1 0 0
Valtozas a vett paritashoz képest: 1 0 1

A tablazatbol lathato, hogy a p4, p2, pl paritasok vett és szamitott értékét 6sszehasonlitva
¢és 1-et irva, ahol kiilonboznek (EXOR miivelet) az eredmény 101b=5 megadja a hibas bit
Hamming kodot hasznalnak pl. a teletext atvitelben is.

Néhany fontos kod

Pozici6 kédok

Pozicio (helyzet) kodolasara hasznaljak (pl: a forgd szinpad éppen hogy all). Az
egymasutan kovetkezd poziciok kodja egy Hamming tavolsagh. Igy a pozicid érzékeldok
(pl. foto érzékeldk) a pozicid hatdr atmenetnél nem adnak hibdsan "tavoli" pozicidt
jelentd kodot, ahogy az tobb Hamming tavolsagu kod estén eléfordulhatna.

Gray kod
Az alabbi abra egy vizszintes szakaszt 8 részre osztva kodol, Gray koddal.

A kombindacios haldzatok grafikus egyszerisitésénél hasznalt Karnaugh tabla peremezése
is Gray kodu.
Tiikr6zéses modszerrel lehet kisebb bitszam pozicid kodbol nagyobbat késziteni.
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Induljunk ki a 2 bites Gray kodbol (most a kisebb helyfoglalds miatt az egymas alatti
szamok adjak a kédot, 00,01,11,10):

0011

0110

Folytassuk a kodok felirasat forditott sorrendben (tiikr6zés), majd a régi kodok el6 irjunk
0-at, a tiikkrozottek elé pedig 1-et:

0000 1111

0011 1100

01100110

Lathatd, hogy igy megkaptuk az eldbbi abranak megfelelé Gray kodot.

Johnson kod

Ez szintén pozicid koéd, vagyis az egymast kovetd kédok 1 Haming tavolsagtiak. A 3
bites Johnson kéd: 000, 001, 011, 111, 110, 100

A 4 bites Johnson kod: 0000, 0001, 0011, 0111, 1111, 1110, 1100, 1000

Képzése soran a csupa 0 koszobol kiindulva jobbrol eldszor 1-esekkel, majd 0-akkal
toltjlik fel a bitpoziciokat. Ezért az N bites Johnson kod kodszavainak szdma 2N.

Aritmetikai kédok

NBCD (Natural Binary Coded Decimal) kod: a decimalis 0...9 szamokhoz 4 bites binaris
szdmokat (0000...1001) rendel.

PI: 1997 NBCD koédban: 0001 1001 1001 0111

Kényelmes a decimalis szamok &brazolasara, de nehézkes szamolni vele.
Szamébrazoldsok

eldjeles abszolut értékes egyes komplemens  kettes komplemens  offszet
3 011 011 011 111
2 010 010 010 110
1 001 001 001 101
0 000, 100 000, 111 000 100
-1 101 110 111 011
-2 110 101 110 010
-3 111 100 101 001
-4 100 000

Eldjeles abszolut értékes:

A binaris szamok abszolut értéke elé egy eldjel bit keriil, mely 0, ha pozititiv, 1, ha
negativ a szdm. Kényelmes eldjeles szamok abrazolasara, de nehézkes szamolni vele. A
0-nak két kodja van, ezért nem hasznalja ki az 6sszes lehetdséget.

Egyes komplemens:

A pozitiv binaris szam bitenkénti negaltja adja a negativ megfeleldjét. Konnyli egy
pozitiv szam -1 szeresét képezni, de nehézkes szamolni. A 0-nak két kodja van, ezért nem
hasznalja ki az 6sszes lehetdséget.
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Kettes komplemens:

A pozitiv szamok abrazoldsa azonos az eldjeles abszolut értékessel. Egy szam -1 szeresét
ugy képezziik, hogy bitenkénti negaltjadhoz 1-et adunk hozza. Konnyli szamolni vele, a
megszokott bindris 0sszeadas az eldjeles szamok kozott helyes eredményt ad. A 0-nak
egy kodja van.

Offszet:

A legnegativabb szamhoz rendeljiik a csupa 0 kodot, majd a tobbihez egyre ndvekvoket.
Az eldjeles szamok Osszehasonlitdsa konnyli, a megszokott bindris 6sszehasonlitas
helyes eredményt ad. A 0-nak egy kodja van.

Attérés az egyes szamabrazolasok kozott
Egyes komplemens-> kettes komplemens: Ha MSB=1, akkor X=X+1.

Kettes komplemens -> egyes komplemens: Ha MSB=1, akkor X=X-1

Elgjeles absz. értékes -> egyes komplemens: Ha MSB=I1, akkor MSB kivételével
invertalni.

Egyes komplemens -> eldjeles absz. értékes: Ha MSB=I1, akkor MSB kivételével
invertalni.

Eldjeles absz. értékes -> kettes komplemens: Ha MSB=1, akkor MSB kivételével
invertalni, majd 1-et hozzdadni.

Kettes komplemens -> eldjeles absz. értékes: Ha MSB=I1, 1-et kivonni, majd MSB
kivételével invertalni.

Offszet -> kettes komplemens: MSB-t invertalni.
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