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5. El6adas témai

* Fourier transzformaciok és kapcsolataik:
— FS, FT, DTFT, DFT, DFS
— Mintavételezés, interpolacid




Folytonos Fourier Transzformacio




Folytonos Fourier Transzformacio

* Linearis transzformacio a véges energiaju,
folytonos fijggvények tere felett:

- F(o)=F If x)exp{—j - x-o}dx

= f(x)=FT" =—_[F w)exp{j-x-oldo

* Legfontosabb tulajdonségai'
— Konvolucio tétel:

o)}

— Forditott konvolucio: ( ) iFT F*G}x
L
T*

2

— Parseval tétel: £ = J'fz(x) =3 T|F

-0

FT kétféle alakban is felirhato:
Kor / fizikai frekvencia
Unitér transzformacioként is felirhato

FT értelmezése



Folytonos Fourier Transzformacio

— Valds jel spektruma:  F(-0)=F()
— Paros, valos jel spektruma:
F(-0)=Re{F(-0)} =Re{F (o)} = F (o)
— Paratlan, valds jel spektruma:
F(-0)=m{F(-0)}-j=In{F(a)}-(-)) = F (o)
— Periodikus jel spektruma diszkrét:
F(w)=0,ha o#k-(27- )
— Ekvivalens egy unitér transzformacidval:

* Ez pl. maga utan vonja a bijektivitast

keZ




Folytonos Fourier Sorfejtés

* Linearis transzformacio a periodikus folytonos
fuggvények tere felett:

/2
—c, = I f(x)-exp(—j-x-2zn/T)dx; neZ
T
- f(x)= Z c,-exp{j-x-2zn/T}
. Kapcsola_té folytonos FT-val:
— Mintavételezi a spektrumot: ¢, =1/T-F (27 -n/T)
— Periodikus jel < diszkrét spektrum

— Egyéb tulajdonsagokat orokli a folytonos FT-t6l




Diszkrét idejl Fourier Transzformacid
(DTFT)

* Adott egy mintavételezéssel el6allt végtelen
hosszu, abszolut 8sszegezhetd jel: f[~]

* Definicio:
- X(w)= Z f[n]exp{-j-@-n}
— x[n] :17275'- I X(o)exp{j-@-n}dw
* Alapveté tulajélonségok:
— neZ,deweR
— X(o+42:k-7)| e, =X (@)
— Egyéb tulajdonsagait 6rokli a folytonos FT-t6l




Matematikai mintavetelezés
Folytonos FT és DTFT kapcsolata

* Végtelen impulzus fésd:

— Matematikai mintavételezés: folytonos jel elemenkénti
szorzata az impulzus fésdvel.

— ld6tartomanybeli szorzas & Spektrumok konvolucidja

2r

Ax

L

d 6xr 2 2 T @
—2-Ax —Ax { A 2-Ax X —ond || S 67
A Ac | Ax  Ax

Impulzusfési az idétartomanyban frekvenciatartomanyban




Mintavett jel spektruma

* Formalisan a mintavett jel spektruma:

27 2
X, ()= Za‘[ w—k- E] E;X[a)—k-aj
— Ax : mintavételezések tavolsaga
— X (w): folytonos idejl jel spektruma
— X, (®): mintavételezett jel spektruma
* Nyquist mintavételi torvény:
— bw{x} <(1/2)- £;;0 £, =(1/Ax)

— Ha nem tartjuk be alul mintavételezés: K - X, (o) # X (o

Osszefliggésbél:
- w+k*2pi*fs spektrum tényezé ,belapolodik”
- Periodikus a spektrum 2pi*fs , peridodusfrekvenciaval”



Helyesen mintavételezés
interpretaciodja

X (1) X AF)
1
/K , A —
0 B 0 B
(a)

‘\.( r )
s
X(n)=x,(nT)

EXJ(F+F)

il AN

0 —iTte—
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Alul mintavételezés interpretacidja
spektrum atlapoldodasa

S1IET W ,.

‘-l-—-i T b=

1,0 X,(F)

AT\ y

1 —
0 Fr2 0 FEn

11



Spektrum atlapoldédasa
moire / aliasing

* Spektrum atlapolddasa altal generalt jeltorzulas

12
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* Aliasing formalisan: X, (o)«
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...... 3

atereszto szlreés:
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Spektrum atlapolddasa - aliasing

[m—k-%)iX(m)

12
B30

* Anti-aliasing filter — mintavételezés el6tti alul-

— PI. Bayer szlrGs fényképezdgépeknél optikai sz(ird
— Radiologiaban az elkent PSF-ek miatt elhagyhaté

Kérdés az dbrahoz: mekkora lehetett a mintavételi frekvencia?

13



Mintavett jel rekonstrukcidja

* Rekonstrukcio (interpolaciod):
— Cél: a mintavételezett jel értekének el6allitasa ket
mintavételezési pont kozott
— Ha sérilt a mintavételezési torvény, akkor lehetetlen
— LTl rendszerrel: x, = x *h,
— ldedlis interpolacids kernel:

K |0 <ofl2r<o
) HR(“’):{O |eg;e’bkém L e =f)2

* hy csinc(w, - x)

Probléma az idealis interpolacidval:
- Id6tartomanyban végtelen a tartdja a kernelnek

14



Interpolacio hibai

* Megfigyelt tartomany széle:

— Sulyfuggvény , kilég” a megfigyelt tartomanybal
H,(0) =0 |o|> f/2 esete:

— Lényegesen jelentésebb hibaforras

— Mintavett jel rekonstrukcidja:
27
+ Xy (@)= Hy () X, (0) = 3 H, (a))-X(co—k-E]
k
* X, (@)# X (@) ha |a)‘ > f./2
— Példa ra a Nearest Neighbour interpolacié (ZOH)
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(Y 4

Interpolaciok osszehasonlitasa

« Atviteli/sulyfuggvényiik analizisével:
Nearest Neighbour Linearis Kébds Spline Kobos B-Spline

~

A

NN

-4y 2w O 2w 4w

Auansany 113uny

Auang3nyAins

Fent spektrumok, alul a kernelek sulyfliggvényei:
- Savkorlatossag szempontjabdl a legjobb helyzet a kdbos b-spline-nal
- Patkoltak a spline-ok



- 7 . Io r .

izacioja

(Hibas) interpolacio vizua

a.) mintavett jel DTFT spektruma

b.) idealis interpolacids kernel atviteli fliggvénye

c.) idealis interpolacidval elGallitott folytonos jel spektruma

d.) Nearest Neighbour (ZOH) kernel atviteli fliggvénye

e.) ZOH-al interpolalt jel folytonos spektruma (torzul a f6sav is, és marad az
ismétlGdésekbdl is).
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Integrald mintavételezés

* ErzékelSk integraljak a foton fluxust:
— Erzékel6elemek homogén sulyfiiggvénye: p(x)
— Adekvat az alabbi modell:

1. Megszlrjlk a folytonos jelet az érzékel6k
sulyfiggvényével
2. Elvégezzik a matematikai mintavételezést

X, (@) (X ()P (o)) [Z&f[” ‘ En

— Ha az érzékel6elemek sulyfiiggvénye nem
homogén, akkor nem modellezhetd LTI rendszerrel
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Integrald mintavételezés - példa

* Idealis, integrald mintavételezés esete:

_p(x) — {UAX ”x| <A, /2 "ol

0 |a>a4,/2
2
— P(w)=Ax-sinc(Ax-w/2) Ve : ava
¥ (w) ! 1y (o)
0.8 8
0.6 6
y ) |
0.2 2
0 0
-4 -3 2 1 0 1 2 3 4 4 3 2 1 0 1 2 3
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Diszkrét Fourier Transzformacio (DFT)

. Diszkrevgilzéltjelet N pontban ismhglrj[jk:
— X, =Y x[n]-exp{~j-n-(k-2z/N)} =D x[n]-exp{-j-n-k- Ao}

n=0 n=0

_ x[n]=(YN)-3 X, -exp{j - 27 kn/ N}

n=0

* Kapcsolat a DTFT-vel:
_ x[n]:{y[n] ne[O,l,...,N—l]

megfigyelési ekvivalens
0 egyébkent slRY

— DFT mintavételezi a megfigyelési ekvivalens DTFT
spektrumat: Y, = X (k-Aw)

» C"feletti ortogonalis transzformacio, mi a matrixa?

M>N pontos DFT mely jel nativ DFT-éjével ekvivalens?
DFT matrixa ...



DFT pontszama

* Megfigyelési ekvivalens DTFT spektrumat
tetszéleges felbontassal mintavételezhetjik:
— Ha M minta érdekel, akkor M-N db 0-val paddellink

— A fizikai (folytonos) jel spektrumarél ezaltal nem
tudunk meg tobbet!

— 2-Radix FFT ’

0-val paddalés értelme:

- 2 Radix FFT: 2”n esetre fut gyorsan

- Cirkularis konvolucié problémajanak elkeriilése érdekében
- Interpoléalasa a DFT spektrumnak
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7. El6adas tartalma

* Spektrumszivargas
» Képfeldolgozas frekvencia tartomanyban:
— 2D Spektrum gépi abrazolasa
— Szlrések frekvenciatartomanyban
— Spektrumképek értelmezése
* Inverz probléma — dekonvolucio:
— Inverz probléma formalis felirasa
— Dekonvolucié nehézsége

— Kozismert algoritmusok: Wiener inverz sz(irés,
RLA/ ML-EM, MAP becslés, és ezek kapcsolataik

22



DFT és a DFS kapcsolata

* A DFT altal meghatarozott spektrum diszkrét:

N-l
x[n] :%ZXA, -exp{j- 27 kn/N} =
n=0
N-1
:%ZXA -exp{j-2zkn/N + 27k} =x[n+N]
n=0

— Lényegében Diszkrét Fourier Sorfejtés (DFS)

* DFT kapcsolata a Diszkrét Fourier Sorfejtéssel:
— DFT id6tartomanyban véges idejd diszkrét jelet var
— DFS periodikus, végtelen idej(i diszkrét jelet var
— Ezt leszamitva identikusak.

Tehat a DFT impliciten, de periodikus jelet feltételez — Spektrumszivargas probléma

23



DFT és FFS kapcsolata

* Vizsgaljuk a mintavételezett jelet folytonos
id6ében: }
— x()=x(¢)- 2 6(t-n-M)gs x, (1+N-At)=x,(1)

n=—x
NAx—0
1

2z
- =— x, (t)-expy—j-t-k- }dt=
: N'Ax 0'[0 () { N-A

X

x n=0

* Mintavételezés hatasai:
— DFT felbontdsa: Af = f,/N=1/(N-Ax) @, =27-k-Af
— Aliasing (mar volt)

| . k2] @& ‘
=W2x[n]-exp{—j-n- 7 }oc%x[n]-exp{—j-n-k-Zﬁ/N}

Xs: mintavételezett jel
Delta x: mintavételek tavolsaga
N: mintavételek darabszama

24



DFT és FFS kapcsolata

* Vlzsga |JUk a mintave A megfigyelt jelrészlet egy periddusa
idében: egy folytonos periodikus jelnek.

_x (i)=x(t)-’gm5(t—n-/_\t)és x,((+N-A=x (1)
II'I s 27 } .

- ck:N-A' _[ x_\(t)-exp{—j-t-k-N.A

x 0-0 2

=ﬁ§x[n]-eXp{—j-n,k}\2fﬂ}m %x[n]-exp{—j-n-k-Zﬁ/N}

x n=0 n=0
* Mintavételezés hatasai: m
— DFT felbontdsa: Af = f,/N=1/(N-Ax) @, =27-k-Af
— Aliasing (mar volt)

Xs: mintavételezett jel
Delta x: mintavételek tavolsaga:
N: mintavételek darabszama



Spektrumszivargas - ablakozas

* DFT kapcsolata a DTFT-vel és a DFS-el:
— Impliciten cirkularis jelet feltételez (DFS)

— Tegylk fel, hogy az eredeti jellink (végtelen
terjedelm) véges részéet tudtuk mintavételezni:
h[n] = rect, [n] ] y[n] =3 [n]h[n]
* Idedlis esetben: ¥, =¥, (k-Aw)
* Avalésagban: Y, =1/27-(Y, *H)(k-Aw)

* Cél lenne a DTFT spektrumot szivargas nélkil
mintavételezni: ¥, =Y, (k-Aw)

y[n]: megfigyelés ekvivalens, y(inf)[n]: végtelen szamu helyen mintavételezett, folytonos jel
y[n]: véges hosszu jellink DTFT-s megfigyelési ekvivalense
h[n]: ablakfliggvény

Idedlis ablakfliggvény: végtelen hosszan mintavett DC jel => DTFT spektruma: dirac(w)
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Spektrumszivargas - ablakozas

* DFT kapcsolata a DTFT-vel és a DFS-el:
— Impliciten cirkularis jelet feltételez (DFS)

r Tor_ 1 , hogy Végtelen kiterjedés(i mintavételezett
; "= ] (j) Vég jel (megfigyelési ekvivalens) ni:

n[n] >Veet, 1], y[n]= -l Aln]
* Idedlis esetben: ¥, =¥, (k-Aw)
* Avalésagban: Y, =1/27-(Y, *H)(k-Aw)

* Cél lenne a DTFT spektrumot szivargas nélkil
mintavételezni: ¥, =Y, (k-Aw)

y[n]: megfigyelés ekvivalens, y(inf)[n]: végtelen szamu helyen mintavételezett, folytonos jel
y[n]: véges hosszu jellink DTFT-s megfigyelési ekvivalense
h[n]: ablakfliggvény

Idedlis ablakfliggvény: végtelen hosszan mintavett DC jel => DTFT spektruma: dirac(w)

27



Spektrumszivargas - ablakozas

— Tehat a megfigyelt jel DFT spektruma:
Y, =127 -(Y*H)(k-Aw)

— h[n] az Ugynevezett ablak figgvény

* Ha expliciten nem ablakozunk, akkor: h[n|=rect, [n]

50

Pl.. T =50

40
Kék gorbe: rect ablak DTFT
spektrum amplitiddja 30
Piros pontsor: rect ablak DFT 20

spektrum amplitidéja
10

Mikor nincs spektrumszivargas? ° .. . 05 0 o5
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[ ]

decibels

Spektrumszivargas - ablakozas

DFT el6tti ablakozas:
— Képtérben az altalunk definialt #[n]-el szorzunk
— Ablakfliiggvények tulajdonsagai:

- . i 7 lar win Fourier transform
Leakage" from a sinusoid (rectangular window) Rectangular window ourier transfof
T T T

{ s e E

b7

130
N-1 -40-30-20-10 0 10 20 30 40
samples bins
Hamming window (a = 0.53836) Fourier transform

o FT—T—T  ——

DFT bins

30
-40-30-20-10 0 10 20 30 40
samples bins

F&sdv tulajdonsagai:
- Picket fence: minél laposabb, annal pontosabb az amplitudé értéke
- Szélessége: idedlis esetben 1 bin

Melléksavok:

- Amplituddik meghatarozzak a spektrum szivargas mértékét (idealis esetben 0)

Nincs idealis ablak ...

29



Koherens mintavételezés

* Periodikus jelbdl egész szamu periddusnyit
mintavételezink (yy) : N/f. =k/f, ke Z,
- f periodikus jellink frekvenciaja, N: mintak szama
— N pontos négyzetes ablak DTFT spektruma:
- H,,, =sin(o/Af)/(o/Af)
. Hrecr(k'Af)zgk,o ha ke Z
» Y (@)=0,ha @£k A,

— Tehat a DFT altal mintavételezett frekvenciakon
nem torzul az ablakozas miatt a DTFT spektruma

— Kulonben Spektrumszivargas.

Alapprobléma: adott folytonos idejli jelet mintavételeziink a Nyquist torvénynek
megfelelGen (tehat nincs aliasing), viszont mi a DFT-vel a folytonos jel spektrumat
szeretnénk szivargas nélkil mintavételezni —igy jartunk...

Feltétel teljesiilése esetén nem torzul a spektrum azon frekvenciakon, ahol a DFT
mintavételezi a megfigyelési ekvivalens DTFT spektrumat

30



spektrum amplitudoja

Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés

« Adott folytonos jel: y(7)=sin(2z-1-15)

0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

-500 400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400

Frekvencia [Hz]

500
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spektrum amplitudoja

Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés

* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27z-¢-15)
— Mintavételezziik (v, [-]): /. =1kHz, N =0
— Mivel a mintavételi térvényt nem sértjik meg:
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

-500 400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500
Frekvencia [Hz]

1 kHz-es mintavételi frekvencia => nem séril a Nyquist torvény

32



100 mintat vesziink 1 kHz-el, az ehhez tartozé implicit ablak DTFT spektrumat mutatja az

abra

Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés
* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27z-¢-15)
— Mintavételezziik ( y,,, ): f, =1kHz, N =100

— Megfigyelési ekvivalens: (ym -rectmo)[-]
— Implicit ablak DTFT spektrumanak részlete:

] 1 E
(8] N

amplitudo [dB] &

1
D

-200 -100 0 100 200
Frekvencia [Hz]
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés
* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27z-¢-15)

— Mintavételezziik ( y,,, ): f, =1kHz, N =100
— DFT altal ,latott” jel: v, [#2] = (., - D g, )[mod g ()]

1

o

0 0.05 0.1 0.15 0.2
ido [sec]

Kérdés: mi a frekvenciaja a szinusz jellinknek?
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés
* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27z-¢-15)
— Mintavételezzlk ( 3,y ): f, =1kHz, N =100
— Megfigyelési ekvivalens spektruma: ¥ oc ¥ *H

Y0 (0) = j Y, (r)-1/27 H,, (0—7)dr Piros: ablaknormatt

spektruma
20x 0
S A Kék: folytonos jel
2 spektruma
2 -2
=
E 3 Fekete: N=100
| | . ||| | | | ~mintavétellel el8allo
-100 -50 0 50 100 jel spektruménak DC

Frekvencia [Hz] komponense

Y100: N=100-as mintavételezett jel megfigyelési ekvivalensének DTFT spektruma
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés
* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27z-¢-15)
— Mintavételezzlk ( 3,y ): f, =1kHz, N =100
— Megfigyelési ekvivalens spektruma: ¥, oc ¥ * H

rect

20x 0 -

=05 I - Piros: folytonos jel
% -1 spektruma

S 15

3 2  Kék: N=100

© 5g mintavétellel el6alld

, jel spektruma
-150 -100 -50 0 50 100 150

Frekvencia [Hz]
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés, Hamming ablak

* Adott folytonos jel:  y(¢)=sin(27-1-15)
— Mintavételezzik ( y,,, ): f, =1kHz, N =100
— DFT altal , latott” jel: v, [n] = (yw Dy, )[modmo(n)]

0.5
0

-0.5

_1 |
0 0.05 0.1 0.15 0.2

ido [sec]
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés, Hamming ablak
* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27z-¢-15)

— Mintavételezzlk ( 3,y ): f, =1kHz, N =100
— Megfigyelési ekvivalens spektruma: ¥, oc ¥ * H

Ham

N
o
X

Piros: folytonos jel

]
—

g spektruma

g -2

= Kék: N=100,

E -3 Hamming ablakos,

&

mintavételezett jel

-150 -100 -50 0 50 100 150 200spektruma
Frekvencia [Hz]
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Koherens mintavételezés

* Adott folytonos jel:  y(¢)=sin(27-1-15)
— Koherensen mintavételezzlk ( y,o):f, =1kHz, N = 200
— DFT 4ltal , létott” jel:vy, [1] = ¥, [ mod,y, (n)] = v, [#]

1

0.5

o

0 O.b5 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
idd [sec]

Koherensen mintavételeziink < cirkularis a mintavett jeliink
- DFT altal latott jel megegyezik a végtelen szamu helyen mintavett, DTFT altal |atott jellel
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N
o
X

o

amplitudo [dB]
N

-50

0
Frekvencia [Hz]

50

Spektrum koherens mintavételezés
esetén
* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27z-¢-15)

— Mintavételezzik ( y,,, ): f, =1kHz, N =200

— Megfigyelési ekvivalens spektruma: Y, oc ¥ * H
Y (0)=[Y, (¢)-1/27 H,,, (0-7)dz

rect
Piros: ablak normalt
spektruma

Kék: folytonos jel
spektruma

Fekete: N=200
mintavétellel el6allé
jel spektrumanak DC

komponense (log(0))

Abra &ltaldnositésa is igaz
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Spektrum koherens mintavételezés
esetén

* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27z-¢-15)

— Koherensen mintavételezzik (V5 ):f. =1kHz, N =200}

— Megfigyelési ekvivalens spektruma: Y, oc Y *H

rect

]
o

X

Piros: folytonos jel

o | spektruma

8

2 4 Kék: N=200

£ mintavétellel elGal
© -6 ‘

\ jel spektruma

400 -50 0 50 100 150
Frekvencia [Hz]

16
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Csucsérték szempontjabdl a rectangular jobb, szivargas szempontjabol a Hamming ablak a

jobb

Koherensen mintavett / ablakozott, nem
koherensen mintavett jelek spektruma

20x

amplitudo [dB]

-100 -50 0o 50 100
Frekvencia [Hz]

Z6ld: koherensen mintavételezett jel spektruma, kék: Hamming
ablakos, piros: téglalap ablakos spektrum
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2D DFT

! Tobbi transzformacio esetén is hasonld
e Analizisira ny: a tobbdimenziods eset

M-1N-1

By = ZZf[mv”]exp{*zﬁj-(u-m/M+v-n/N)} =

_ m=0 n=0

= Mi[wif[m,n]'exp{—brj'(V'"/N)}Jexp{_zﬂ'(”'m/M)}

* Tulajdonsagok:
— Periodikus: [M,N] szerint
— Valés jel esetén: F, , =F, _ =F,

u,v —U,—Vv

* Ha M’ N pérOS: FM/2+1(,N/2+V - FM/Z—I.I,N/Z—V

* Spektrum hullamfrontos interpretacioja

2D DFT: 2 db 1D DFT
Hulldmfrontos értelmezés

43



2D DFT spektrum

* Spektrum blokkjai:
-M'

-M/2

\\ .
" Displayed
M k &1.0) (M'”‘ area using

K + -N N2 0 N/2 N ftshift

Low
Frequency

High
Frequency

DFT: Tehat mintavételezi a DTFT-t, melynek mar lattuk, hogy periodikus => DFT is az

- Abran 2 periédus latszik

Gépi dbrazolas / dltalanos dbrazoldsa a spketrum képnek
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2D DFT spektrum gépi abrazolasa

* Konjugalt szimmetria valos jelek esetén:

1

2

3

3

2

1

0

2

3

4

4

6

7

8

33

32

31

5

7

8

9
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39
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37

10

11

12

13

30

29

28

10

11

12

13

14

36

35

34

35

15

16

17

18

27

26

25

20

21

22

23

23

22

21

15

17

18

19

32

31

30

29

15

25

26

27

20

21

22

23

24

28

27

26

25

10

28

29

30

20

25

26

27

28

24

23

22

21

5

31

32

33

15

29

30

31

32

19

18

17

16

M=N=8

[ ]real Conjugate pairs

Nyquist frekvencidhoz tartozé komponens

10

33

34

35

36

14

13

12

11

5

37

38

39

40

9

M=N=9

- Nyquist frekvencia valos értéki: komplex exponencialis fliggvény értéke Nyquist

frekvencian [+1,-1,+1,-1,...]

- Fontos, hogy half complex abzrazoldssal helyben tarolhato
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2D DFT spektrum

* Altaldban a DC komponenst ,csavarjuk”
kbzépre:
— Ampl. modulacié: g[m,i’l]=f[m,”]'(—1)(m+n)

F(kI) G(k,)

Low High
Frequency Frequency




2D DFT Szamolasi tulajdonsagok

* 1D DFT komplexitasa:
— Direkt moédszer: O(N*2)
— FFT: O(Nxlog(N)), hatékonyan szamithato, ha N 2
hatvany (radix-2 Cooley-Tukey)

» 2D DFT komplexitasa (NxN-es képre):
— Direkt szamitas: O(N/4)
— Szeparalassal: O(N”3)
— Szeparalas + FFT: O(N"2xlog(N))
* Half Complex abrazolassal helyben tarolhatd!
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2D DFT Vizualis értelmezés

* Lényegében egy bazis transzformacio
ortogonalis bazisokra (szinuszos hullamok)

Spektrum amplituddja:

Spektrum amplitudéjan lévé él => képen az adott élre merGleges markans él, pl. parkanyok

Szivargas
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Képek spektrumanak jellemzdi

* Alacsony frekvenciakon nagy energia:

-1

200 300 400 500

Spektrum amplituddja logaritmikus skalan

Spektrumok altalanos jellemzdi: képek energidja féként alacsonyfrekvencias tartomanyban
koncentralédik



2D DFT konvolucios tétele:

* DFS-es analégig — cirkularitas:
= (f@g)[n]=2 s [m]-g[ mod, (n-m)]=(/"*g")[7]
- f'[n]= f[mog,\,_o(n)]’ mig g'[m]= g[modN (m)}

* Mit tegyunk, ha / *g-t akarjuk DFT-vel szamolni?
— TerjesszUk ki f és g méretét [N+M] hosszura:

* Ezt id6tartomany / siktartomanyban is meg kell tenni

« Altaldnos modszerek: 0-val paddelés, kép széleire
tukrozés, alul-atereszt6 szliréseknél sulyozas, kiterjesztés
a kép szélsé pixelének intenzitasaval, stb.

— 5x5-0s kernel esetén mar gyorsabb
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Konvolucio tétel fontossaga

¢ Linearis sz(irések frekvenciatérben:

Gaussian scale=3 pixels g(x,y)

(@:cirkularis 3
konvolucié

Inverse Fourier
t transform

|Fu,v)| |Gfu,v)|
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2D DFT Példa — periodikus textura

ampl. modulacid

* Periodikus mintazat < csucsok a spektrumban:
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2D DFT példa — rekonstrukcid
spektrum amplitudobdl és fazisbol

Kései Grkorszak
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2D DFT példa — spektrum
amplitudojabdl rekonstrualt kép

Volvo lobbi?
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2D DFT példa — spektrum fazisabal
rekonstrualt kep
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Polar koordinatas DFT

* Motivacio:
— Radon transzformacio és annak invertalasa

— Regisztracio: elforgatas és eltolds kbnnyen
szamolhatova valik

e Szamitasa — folytonos eset:
— F{6,p}= _Uf(x,y) -exp(—Zﬁ'j-p-(x-cos(@)+y-sin(9)))aﬁ)dx
—Nem Szeparabllis Majd a rekonstrukcioknal

— Fourier vetit@sik tétel bizonyitjuk is!

* Spektrum vonal profiljai <& Radon transzformacio 1D
Fourier transzformaltjai
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Digitalis képek atlagos
energiaspektruma

Natural scenes

57



Frekvenciatartomany és emberi latas

* Campbell-Robson kontraszt érzékenységi gorbe:

8 ¥ DG
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8. El6adas tartalma

* Linearis sz(irék:
— Klasszikus sz(rd6k suly és atviteli fliggvénye
— Gibbs jelenség
* Inverz probléma — dekonvolucio:
— Inverz probléma formalis felirasa
— Dekonvolucidé nehézsége

— Kozismert algoritmusok: Wiener inverz sz(irés,
RLA/ ML-EM, MAP becslés, és ezek kapcsolataik
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Sz(rék id6 és frekvencia tartomanyban

Lowpass  Highpass  Bandpass

Ampl. ’ B ek s B | ooy o S
spektrum l__._._._

Idébeli jel /\ /\ Pl i
J 0 \j 0 \/ AV

[1]

(a) (b) (c)

s
\V4

60



|deadlis szUrok

* Amplitudo éles vagasanal Gibbs jelenség:
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Gibbs gy(rl effektus

* Gibbs jelenség elkertlhet6 ,,sima” atmenetl
szdrdkkel:
— Butterworth sz(ir6: adott savkorlat mellett a
legsimabb ampl. spektrumu linearis sz(ir6é
— Gauss szUrd: alkalmazasaval nincs Gibbs artefekt

Reconstruction of the periodic square waveform with 1, 3,5, 7, 9 sinusoids

62



Gibbs gylri effektus
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— Dekonvolucio frekvenciatérben: F(“) — (G/H)

Inverz probléma

* Megfigyelési modell (zajos LTl): g=h* f+n
—h-t (avagy a PSF-t) mi befolyasolhatja?
* Paciens bemozdulasa a felvételek készitése alatt
* Out-of-focus elrendezés
» Szorodo fotonok képek rogzitése soran
— Jelen el6adds soran f,geR és nek:
* f'a vizsgalt 3D objektum projekcidja

* Alapotlet — direkt modszer:

(u)

Eta nem feltétlendl pozitiv
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Inverz probléma statisztikai
interpretaciodja
* Cél megbecsulni P{s}-et:
— Maximum likelihood médszer:
S = argmax {P{g|/}}
* Gyakorlatban majdnem mindig P{g|f} =P {g-h*f}
ésaz f,, =arg min{—log {P{g‘f}}}—t szoktuk keresni
— Maximum a posterior (MAP) becslés:
s for = arngfnax{P{f|g}} = arg}nax{P{g|f}-P{f}}

* Gyakorlatban ezeket a szélsGérték keresési problémakat
is negativ logaritmalas utan oldjuk meg.
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Direkt dekonvolucié zajérzékenysége

* Problemak a direkt modszerrel:
— PSF-et nem ismerjlik pontosan H+H
~F=G/H=Fo(H/H)+N/H#F
— a PSF altalaban alul-atereszt6 jelleg
* magas frekvencidkon A/ ./ H dominal (~0-val osztas)

a: elmosott kép

b: direkt
dekonvolucid
eredménye, ha
nincs additiv zaj

c: eredmény ha
van additiv zaj

Azon frekvencidkon, ahol a becsiilt PSF atvitele 0 a masodik tag amplituddja még H=H"~
esetén is nagy lesz...
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Csonkolt dekonvolucio

* Azon frekvencidkon, melyeken az MTF
alacsony 0 legyen az eredmény

& _ )Gl Hy H|> &

0 egyebkent

Y 5
,, - .
. % % -
)
X
a
.

Direkt dekonvolucio eredménye Csonkolt dekonvolucié eredménye

Gibbs artifakt j6l megfigyelhet6
Erdemes lenne egy profilt is nézni, meg észrevenni rajta, hogy negativ intenzitasai is vannak
a hulldamfrontnak...



Wiener inverz-sziirés

* Varhato értékben legpontosabb sz(ir6:

Wiener __ Wiener
= Fuy = Huy G

_ fWiL'm»r — arg min {E{”leener _ fvu/ricl'i | 2 }}

2
— A matematikai levezetést hanyagolva:

Winer __ H(*”)
) = 2 2 2
|H(“) +E{|N(“)| }/E{’F(”) }
— Interpretacio:
2 2
I/H, |SNR,>>1 | IR,
Winer (u) (w) () ()
w = BNy = :
0 [shR, <<I E{’N“) }

Rendezziik at a H(u)*Wiener-t
Raadas: Moore Penrose pszeudo inverz SVD-s alakjanak diagonal matrixa



Wiener inverz szlirés

Wiener

* Az eredmény (/") gyakran nem realisztikus:

— Negativ intenzitasok is el6fordulnak (negativ fluxus?)

— Nagyfrekvencian a hirtelen romlé SNR Gibbs
artefektet general

* SNR gyakran nem mérhet6 ki

Wiener szlirés eredménye: jobb
részletgazdagsag, de a gy(iriik egy része
megmaradt

69



Eljarasok illusztralasa -0-

(a) true brightness distribution (b) observed image (blurred and noisy)

S -
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Eljarasok illusztralasa -1-

Csonkolt dekonvolucio Wiener inverz sz(irés

Bar mindketté zajos, de a Wiener szliréssel elGallitott kép részletgazdagsaga finomabb,
ringing artifakt mintha kevésbé jelenne meg rajta
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* Additiv Gauss zaj esete (7€ N(0,7")):

Kényszermentes ML becslés

— J =argjgnax{K-exp(—(g—H"f)r 'W/Z'(g—H'-f))}
* H'arendszer torzitdsanak matrixa, tehat: h* f = H'- f

— Minimalizaljuk a negativ log likelihood fliggvényt:
L{f)={g=B"f} W [20g=""f)
« Mivel H"-W-H pozitiv szemidefinit, ezért L(-) konvex.

* Tehat VL (f;,L ) =0 kényszer definiélja az optimum helyet
-1
* fon = (H'T 'W'H') -H'" -W -g un. stlyozott LS becslés

ML becslés alapotletét a tablara

Pozitiv szemidefinit masodfoku fellilet geometriai interpretaldsa: V*diag(lambda)*V’ alakq,
ahol minden lambda pozitiv, tehat van egy pont, melybd&l barmilyen irdnyba eltérink
nagyobb lesz a fliggvény értéke (+ elsé renddi felllet + offszet)
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Kényszermentes ML becslés példa

 Stacionarius, 0 varhato értékd Gauss
megfigyelési zaj esete :
- Cov(g) =c’-I,tehdt W=0"-1
o :(H’T .W.H')f1 HT -W-g:(H’T .H’)fl H".g
* Vizsgaljuk meg f,, spektrumat:
. _H, -G, H, G,

G
(u)
_FML(): = 7 :(G/H)
: " )
H(“) H(”) ‘H(u) H(”)

— Konzekvencia: ML eljarassal nem lehet a rosszul
kondicionalt inverz problémat megoldani.

ML becsléssel eljutottunk a direkt dekonvolucidhoz...
Spektralis 0sszefliggés levezetése F* F-el b6vitgessiink.



ML becslés pozitivitasi kényszerrel

* Nem negativitasi kényszer: f € R,
* J6 esetben konvex optimalizalasi probléma:
max. P{g|f} -ie min. L, (f)
st.  f20 st. £20
— Konvex a probléma, ha Pf{g]f} log-konkav.
— Nem adhatd ra analitikus megoldas

* Milyen eloszlasu lehet valéjaban az additiv zaj:

— Poisson: fotonok inherens zaja
— Gauss: termikus zaj
— Uniform: kvantalasi zaj (A/D atalakitas)
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Richardson Lucy algoritmus (+)

* Interpretaljuk a képpontok intenzitasat fotonok

becsapodasi valdszinliségeivel:

- P{j@)} : P(,,egy fotonon a detektor i-edik érzékeld-
elemébe csapddik, ha nincs zaj és torzitas”)

- P{g{k)}: P(,,egy fotonon a detektor k-adik érzékels-
elemeébe csapddott a megfigyelt kép rogzitése soran”)

—P{gm f(,)}: P(,idealis esetben az i-edik érzékel6elembe
csapodo foton a k-adik érzékel6elembe csapddik bele
— a képalkotd LTI rendszer torzitasa miatt”)
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Richardson Lucy algoritmus

* Lényegében egy Bayes-i becslés:

— Bayes szabaly: P{fm ’g(k)}:

— Dekomponalas: P{f(,.)} =ZP{f(,-) ‘g(k)}'P{g(A')}

Pi{g,
— Tehat: P{ﬁ”} _ Zk: {;";{g
(%)

Bayes szabalyban P{gk} dekomponalasanak okai:
- Technikailag fixpont lenne az elsé becslés, ha szumma(k) P{g(k) | f(i)}=1 teljesil, marpedig

ez teljesiil egy feltevésitink miatt
- Interpretacié: nem a k-adik pixel intenzitdsa, hanem annak az aktudlis rekonstrukcid

eredménye szerinti becslésével osztunk
EM elv...



Richardson Lucy algoritmus

— Bevett gyakorlat: iteraljunk a célvaltozo felett:

P

{f }=Z P{g(") f“‘)}'P{gm}

r+l i

s ;P{g(f«) f(/)}'P(r) {Jb)

— Oldjuk fel a valdszin(iségi értelmezést:
Pt =20/ /(F7 1) Pley =g /(e 1)

y P{gu«) f(f)} =iy

! SN

« Tfh A" -1=1; }>( ezekbél kbvetkezik: g’ 1> f' -1
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Richardson Lucy algoritmus (+)

« P{ iy b= 1, /(7 1): dekonvolvalt kép i-edik pixelének
normalt intenzitasa

. P{g(,)} = g(f)/(g[ '1): képalkotd rendszer (LTI + zaj) ltal
torzitott kép i-edik pixelének relativ intenzitasa

. P{g ) ‘f(i)} = h,._k) : csak az LTl rendszerrel leirhatd
torzitast modelﬁezzﬁk

* 4" -1=1: minden olyan foton, mely a torzitatlan
rendszer esetén a detektorba csapddna be a torzitott
rendszer esetén is a detektorba csapddik be (maximum
mas érzékelGelembe)

* Végig monokrom spektrumu fotonokat feltételezve a
detektalt intenzitas (fluxus) egyenesen aranyos a
becsapddo fotonok szamaval
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Richardson Lucy algoritmus

» Végezzik el a behelyettesitést:

h .-g By "5
) (ik) ~S(#) (r) _ (#) =) ()
Y AR et L RO R (L
i Z (0 ) (r) (i)
k _h(.f*k) ‘f(‘J) : (h*f )(A)
J

— Erdemes észrevenni, hogy ha £ >0, akkor
minden iteracidban ) >0, tehét teljestl a nem-
negativitasi kényszer

— Eljaras konvergenciaja bizonyithatd.

* Ekvivalens a pozitivitasi kényszeres ML
becsléssel, Poisson zaj modell esetén.
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Eljarasok illusztralasa -2-

(d) Wiener (c) constrained maximum likelihood (Lucy—Richardson

Talan a Wiener szlirt kép SNR-je jobb, viszont a ringing artifakt jelentkezik, mig az LRA
esetében nem
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ML becslések dsszegzése

* JelentGsen felerdsitik a zajt:

— A probléma rosszul kondicionalt jellegét nem
képesek megfelel6en kezelni.

« r y ’ " is 0
— Kivétel az iterativ algoritmusok kore, ha f( )
elegendéen sima, és konvergencia elétt ledllunk!

* Explicit regularizacid sziikséges:
— Definialjuk f(o) a-priori eloszlasat, és azt rogzitsik
a minimalizalandé célfiiggvényiinkben

* Megj.: RLA-nal szerepelt prior, de annak mas a szerepe,
értelmezése...
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MAP becslések

* Bayes becsléselmélet:
— max. P{f|g}(P{g|/}-P{/})

— Masképpen : min. —log(P{f|g})=®,, (/)+®,,,(f)+K
D, (f) :—log(P{g|f}): binteti a mérések és a zaj nélkul
becsdilt, torzitott kép eltérését: ||g—§” :Hg—h*fH
CDPM_ (f) :—log(P{f}) : meghatdrozza, hogy milyen
dekonvolvalt képet preferalunk (pl. zajmentesség,
pozitivitas, simasag, stb.).

— Analitikai értelmezés: regularizalt becslés

FONTOS:
- Valséges Osszefliggés elemeinek az értelmezése



MAP becslés példa — stacionarius
Gauss zaj, frekvenciatérbeli prior

* Prior frekvenciatartomanyban: @, (F ﬂz

* Gauss, staciondrius zaj: %(f)=%2oz-2(g

— Parseval tétel szerint: @,, O_z Z

* Osszegezve: ®(F 1/2 Z‘G HH -F, s Z

— Mivel cD() konvex, ezert Vc[)(F"P’) —0, tehat:
H L G(u

opt __ ()

Fopt —
(u) A 2
‘H(u) +2-4-N-o W,

Frekvenciatartomanybeli prior:
- W(u): u frekvenciaju komponens energiaja milyen sullyal biintetend6

- MQ: sulyzo tag — tradeoff szerepet tolt be az ml tag és a prior tag kozott...
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MAP becslés példa — stacionarius
Gauss zaj, simasagi prior

~Wwy = (E{|N(H) }/E {|F(u) 2})/(2”'”"2) esetén:

H .-G
2
. |

spt () "™ ()
F(lf) - 2 2
| + E{|N(u)‘ }/E {lFu)
* Tehat a Wiener dekonvolucio is egy MAP becslés
- E{’Nu)r}/EﬂF(")r} gyakorlatban nem hatarozhat6 meg

2
— Gyakran fehér zaj, és W, = I/E{‘F(H)’ } oc u”

* i értéke szabdlyozza, hogy mennyire dominaljon a prior
(magas frekvencias komponensekért mennyire bintetink).

Tehat a Wiener dekonvolvalt egy MAP becslés

Gyakori probléma, hogy nem becsliilhets a zaj, illetve a torzitatlan jel teljesitmény srliség
spektrumanak aranya:
- Ezért gyakran fehér zajt és alul-ateresztett jelet feltételeziink



MAP becslés gyakorlat

« Altaldban kézvetleniil @(f) -et definialjuk:
-, (f)=|lg-h*/., ac{l2e}; p21
D (f) :HD(f)‘f ’ aE{l,Z,oo}; £>1

. D(-)tetszc’ileges, konvexitast nem elronté (pl. affin)

flggveny, pl. derivalas, Laplace, fellil-atereszt6 sz(irést.

* Célfhggvény (@(f)) minimalizalasa:
— Analitikus megoldas, ha a=2; f=2; D(:)affin
— Egyéb esetben konvex optimalizalas:

* Jelent6s megkotés, pl. gylr(is artefaktot egy nem
konvex prior (L1-L2) hatékonyan elnyomja
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Eljarasok illusztralasa -3-

(€) unconstrained MAP () constrained MAP with L1-L2 norm

Itt egyértelm(i a javulas
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Ismertetett mdédszerek csoportositasa

ML becslés: MAP becslés:

- Csak a megfigyelési zaj osztalyat - Explicit modon definialjuk, hogy
ismerjlk milyen jellegl képet akarunk

- Zajérzékenység jelentds - Ha jol regularizdlunk, akkor a
problema, csak a konzisztenciara  z3jérzékenység redukalodik, de az
figyel eredmény kevéshé konzisztens

Példak:
Példak:

- Csonkolt dekonvolucio
- Direkt dekonvoltcioé (additiv

Gauss zajos ML becslés)

- Richardson — Lucy (additiv
Poisson zajos, pozitivitasi
kényszeres ML becslés)

- Wiener dekonvolucié (additiv
Gaussz zaj + frekvencia fliggé
energia minimalizaciod)

Egyéb, regularizalt dekonvoluciok
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MAP és ML becslés 6sszehasonlitasa

* Stabilitas:
— MAP-nal a regularizacio célja ennek kikényszeritése (pl.
sima, kevéshé zajos, stb. dekonvolvalt kép el6allitasa)

— ML becslésnél ez legfeljebb impliciten kényszerithet6 ki (pl.

iterativ becsléseknél konvergencia el6tti leallas).

* Becslés inkonzisztenciaja (|g—%*f]):
— Likelihood tag minimalizalasaval redukalhato

— ML becsléseknél ennek az értéke kisebb — ez viszont a
zajos input képhez (&) a becslilt torzitatlan kép
tulilleszkedést vonja maga utan (rosszabb képmindség)
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