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5. El6adas témai

* Fourier transzformaciok és kapcsolataik:
— FS, FT, DTFT, DFT, DFS
— Mintaveételezés, interpolacio



Folytonos Fourier Transzformacio




Folytonos Fourier Transzformacio

* Linearis transzformacio a véges energiaju,
fontonos fl'jggvények tere felett:

—F jf exp ]-x-a)}dx

— f(x)=FT"' :LJ‘ w)exp{j-x-wldw
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e Legfontosabb tulajdonségai
— Konvolucié tétel: {( )}

R F*G}

— Forditott konvolucio: ( 2—
trnl. T 2 1
— Parseval tetel: £ = jf (x)dx_2_'[o

—Q0



Folytonos Fourier Transzformacio

— Valos jel spektruma:  F(-w)=F (o)
— Paros, valos jel spektruma:
F(-o)= Re{F(—a))} = Re{F(a))} =F (o)
— Paratlan, valds jel spektruma:
F(-0)=Im{F(-0)}- j = In{F (0)}-(~})= F(2)
— Periodikus jel spektruma diszkrét:
F(w)=0,ha o#k-(27- f)
— Ekvivalens egy unitér transzformacioval:

* Ez pl. maga utan vonja a bijektivitast
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Folytonos Fourier Sorfejtés

* Linearis transzformacio a periodikus folytonos
fuggvenyek tere felett:

:—jf exp(—j-x-27zn/T)dx} nez
_];42
— f(x Zc -exp{j-x-2zn/T}

. Kapcsola_t a folytonos FT-val:

— Mintavételezi a spektrumot: ¢, =1/T-F (27 -n/T)
— Periodikus jel < diszkrét spektrum

— Egyéb tulajdonsagokat orokli a folytonos FT-t6l



Diszkrét idejl Fourier Transzformacié
(DTFT)

* Adott egy mintavéetelezéssel el6allt vegtelen
hosszu, abszolut dsszegezhetd jel: f[n]

* Definicio:
- X(@)= Y f[n]exp{~j-w-n)
— x[n]=1/27- [ X(0)exp{j -0 n}dw
e Alapvetd tuIaj_élonségok:
— neZ,de weR
— X(o+2-k-7)|,, =X()
— Egyéb tulajdonsagait 6rokli a folytonos FT-tdl




Matematikai mintavételezés
Folytonos FT és DTFT kapcsolata

e Végtelen impulzus fésu:

— Matematikai mintavételezés: folytonos jel elemenkénti
szorzata az impulzus fésdvel.

— |[d6tartomanybeli szorzas < Spektrumok konvolucidja
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Impulzusfésid az id6tartomanyban frekvenciatartomanyban



Mintavett jel spektruma

* Formalisan a mintavett jel spektruma:
X (0)= kzoo5(a) k- —ﬂjzzﬂZX(a) k- %)
— Ax : mintavételezések tavolsaga
— X (w): folytonos idejl jel spektruma
— X, (®): mintavételezett jel spektruma
* Nyquist mintavételi torveny:
— bw{x} <(1/2)- £;0 f, =(1/ Ax)

— Ha nem tartjuk be alul mintavételezés: K - X, (w) # X ()



Helyesen mintavételezés

interpretacioja
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Alul mintavételezés interpretaciodja
spektrum atlapolédasa
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Spektrum atlapoldédasa
moire / aliasing

Spektrum atlapolddasa altal generalt jeltorzulas
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Spektrum atlapolddasa - aliasing

* Aliasing formalisan: X (o)) X ok 2" + X (o)

1 2 3 4 5 6 7 8 k 9 10 1 12
(0,25) {0,31) (0,4) (0,5) (0,63) (0,79) 1 {1,26) (1,59) (2) (2,52) (3.17)
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. Ant| ahasmg filter — mintavételezés el6tti alul-
ateresztd szlirés:

— PI. Bayer szlrds féenyképezbgéepeknél optikai szlr6
— Radioldgiaban az elkent PSF-ek miatt elhagyhato



Mintavett jel rekonstrukcidja

* Rekonstrukcio (interpolacio):

— Cél: a mintavételezett jel értékének elballitasa két
mintavételezési pont kdzott

— Ha sérult a mintavételezési torvény, akkor lehetetlen
— LTI rendszerrel: x, = x; *h,
— |dealis interpolacios kernel:

K |0, <o/2r<o
" (w):{o ‘eg)fébként L @ = fs/2

* hy ocsinc(w, - x)



Interpolacio hibai

 Megfigyelt tartomany széle:
— Sulyfuggvény , kilég” a megfigyelt tartomanybal
Hy (o) =0 |@|> f,/2 esete:

— Lényegesen jelentGsebb hibaforras

— Mintavett jel rekonstrukciodja:

X, (@)=, (0)- X (0) e L (0) X[ 0527

P Ax
* Xy (@)% X(o) bha |o|> f,/2
— Példa ra a Nearest Neighbour interpolacio (ZOH)



Interpolaciok 6sszehasonlitasa

e Atviteli/sulyfiggvényiik analizisével:

Nearest Neighbour Linearis K6bds Spline K6bos B-Spline

Auan33ny 119Uy
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(Hibas) interpolacio vizualizacidja




Integrald mintavételezés

* Erzékel6k integraljak a foton fluxust:
— ErzékelGelemek homogén sulyfiggvénye: p(x)

— Adekvat az alabbi modell:

1. Megszirjuk a folytonos jelet az érzékel6k
sulyfiggvényével

2. Elvégezziik a matematikai mintavételezést

X (0)oc (X (@) -P(w))* [Zé‘(a) k- En

]——O()

— Ha az érzékelbelemek sulyfliggvénye nem
homogén, akkor nem modellezhetd LTI rendszerrel



Integrald mintavételezés - példa

* |dealis, integrald mintavételezés esete:

A2 g
_p(x)=<1/§x x| <A,/ IER A

x| >A_[2

- P(o)=Axsine(Av-0/2) |
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Diszkrét Fourier Transzformacio (DFT)

. DiszkreNt_ilzéItjeIet N pontban ismNgrjUk:
— X, = Zx[n]-exp{—j-n-(k-Zﬂ/N)} = Zx[n]-exp{—j-n-k'Aa)}

=0 n=0

_ x[n]=(UN)-3 X, -exp{j-272 /N
e Kapcsolat a DTFT-vel:

— x[n]:{y[n] ne[0L, N -1] megfigyelési ekvivalens

0 egyebkent

— DFT mintavételezi a megfigyelési ekvivalens DTFT
spektrumat: ¥, = X (k-Aw)

» C"feletti ortogonalis transzformacid, mi a matrixa?



DFT pontszama

 Megfigyelési ekvivalens DTFT spektrumat
tetsz6leges felbontassal mintavételezhetjuk:

— Ha M minta érdekel, akkor M-N db 0-val paddelink
— A fizikai (folytonos) jel spektrumarél ezaltal nem

tudunk meg tébbet!

_2-Radix FFT  ° | /\ |




