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6. Eloadas tartalma

* Spektrumszivargas
» Képfeldolgozas frekvencia tartomanyban:
— 2D Spektrum gépi abrazolasa
— Szlrések frekvenciatartomanyban
— Spektrumképek értelmezése



Spektrumszivargas - ablakozas

 DFT kapcsolata a DTFT-vel és a DFS-el:

— Impliciten cirkularis jelet feltételez (DFS)

— Tegyuk fel, hogy az eredeti jeliink (végtelen
terjedelmd) véges részét tudtuk mintavételezni:
h[n]=rect. [n], y[n]=y, [n]-h[n]
* Idedlis esetben: Y, =Y, (k-Aw)
* Avalésagban: Y, =1/27-(Y, *H)(k-Aw)
* Cél lenne a DTFT spektrumot szivargas nélkdl
mintavételezni: Y, =Y, (k-Aw)



Spektrumszivargas - ablakozas

 DFT kapcsolata a DTFT-vel és a DFS-el:

— Impliciten cirkularis jelet feltételez (DFS)

I; hog Végtelen kiterjedés(i mintavételezett
d) vé jel (megfigyelési ekvivalens) i
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h[n]=Yect, [n], y[n]=

e |deadlis esetben: Y( 0 =

=Y, (k-Aw)
* Avaléségban: Y, =1/2z-(Y, *H)(k Aw)

e Céllennea DTFT spektrumot szivargas nelkdul
mintavételezni: Y, =Y, (k-Aw)



Spektrumszivargas - ablakozas

— Tehat a megfigyelt jel DFT spektruma:
Y. =1Y2z-(Y*+H)(k-Aw)

— h[n] az ugynevezett ablak fliggvény
* Ha expliciten nem ablakozunk, akkor: h[n]=rect; [n]
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Mikor nincs spektrumszivargas?



Spektrumszivargas - ablakozas

* DFT el6tti ablakozas:
— Képtérben az altalunk definialt h[n]-el szorzunk

— Ablakfiuggvények tulajdonsagai:

Rectangular window Fourier transform
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Koherens mintavételezés

* Periodikus jelb6l egész szamu periodusnyit
mintavételeziink ( Yy) : N/f. =k/f, ke Z,
~ T periodikus jellink frekvenciaja, N: mintak szama

— N pontos négyzetes ablak DTFT spektruma:
+ H,. =sin(w/Af)/(w/Af)
. Hrect(k'Af):5k,o hake”Z
. YS(CU):O,ha @ %= K- Af ce?

— Tehat a DFT altal mintavételezett frekvenciakon
nem torzul az ablakozas miatt a DTFT spektruma

— Kilénben Spektrumszivargas.



Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés

o Adott folytonos jel: Y(t)=sin(2z-t-15)
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés
* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27-t-15)

— Mintavételezzik (Y, [.]): f, =1kHz, N = o0
— Mivel a mintavételi torvényt nem sértjuk meg:
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés

* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27-t-15)
— Mintavételezziik ( Y,o, ): f, =1kHz, N =100
— Megfigyelési ekvivalens: (y, -rect,, )|']
— Implicit ablak DTFT spektrumanak részlete:
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés

* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27-t-15)
— Mintavételezzik ( Y,y ): f, =1kHz, N =100
— Megfigyelési ekvivalens spektruma: Y, ocY *H__
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Spektrumszivargas — nem koherens

mintaveéetelezés

* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27-t-15)
— Mintavételezzik ( Y,y ): f, =1kHz, N =100

— Megfigyelési ekvivalens spektruma: Y0 <Y, *H
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés

* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27-t-15)
— Mintavételezziik ( Y,o, ): f, =1kHz, N =100
— DFT &ltal , latott” jel: yloo[n] (Y., - geer )[ MO, (M) ]
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés, Hamming ablak

* Adott folytonos jel:  y(t)=sin(27-t-15)
— Mintavételezzik ( Y,o, ): f, =1kHz, N =100
— DFT &ltal , l4tott” jel: Y,o0 [N]=(V,, - Do )[MOd,g0 (M) ]
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés, Hamming ablak
* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27-t-15)

— Mintavételezzik ( Y,y ): f, =1kHz, N =100
— Megfigyelési ekvivalens spektruma: Yy Y, *H
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Koherens mintavételezés

* Adott folytonos jel:  y(t)=sin(27-t-15)
— Koherensen mintavételezzuk (Yo0o):f, =1kHz, N = 200

— DFT &ltal , latott” jel:Ye0 [N] = V.. [mOdzoo )] =Y, [n]
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Spektrum koherens mintavételezés
esetén

* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27-t-15)
— Mintavételezziik ( Y,q, ): f, =1kHz, N =200
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Spektrum koherens mintavételezés

esetén

* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27-t-15)
— Koherensen mintavételezziik (Y,qo):f, =1kHz, N =200

— Megfigyelési ekvivalens spektruma: Yoo €Y, *H
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Koherensen mintavett / ablakozott, nem
koherensen mintavett jelek spektruma
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2D DFT

! Tobbi transzformacid esetén is hasonld
° Anall'zis Ira’ ny: a tobbdimenzids eset

M-1N-1

Fov = an_; f [m,n]exp{—Zﬂj -(u-m/M +v-n/N)} =

=0

= ::(n: f[m,n]-exp{-27j-(v-n/N )}jexp{—Zﬂj (u-m/M )

* Tulajdonsagok:
— Periodikus: [M,N] szerint

—Valés jelesetén: F,, =F , _, =F,_, v
 Ha M, N péros: F

M/2+u,N/2+v FM/Z—u,N/Z—v
e Spektrum hullamfrontos interpretacioja



2D DFT spektrum

* Spektrum blokkjai:

N Displayed

area using
fitshift

Low
Frequency

High
Frequency



* Konj

2D DFT spektrum gépi abrazolasa

ugalt szimmetria valos jelek esetén:
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2D DFT spektrum

* Altaldban a DC komponenst ,csavarjuk”
kbzépre:
— Ampl. modulacio: g[m,n] = f[m,n].(_1)(m+”)

High
Frequency

Low
Frequency




2D DFT Szamolasi tulajdonsagok

* 1D DFT komplexitasa:
— Direkt moédszer: O(N/2)
— FFT: O(Nxlog(N)), hatékonyan szamithatd, ha N 2
hatvany (radix-2 Cooley-Tukey)

e 2D DFT komplexitasa (NxN-es képre):
— Direkt szamitas: O(N/4)
— Szeparalassal: O(N”3)
— Szeparalas + FFT: O(N”*2xlog(N))
* Half Complex abrazolassal helyben tarolhato!



2D DFT Vizualis értelmezés

* Lényegeben egy bazis transzformacio
ortogonalis bazisokra (szinuszos huIIamok)

Spektrum amplituddja:




77 o

Képek spektrumanak jellemzéi

* Alacsony frekvenciakon nagy energia:

100 200 300 400 560

Spektrum amplituddja logaritmikus skalan




2D DFT konvolucios tétele:

 DFS-es analc')gia — cirkularitas:
- (f®g)[n]= Zf[m] G[mod n-m)]=(f"*g")[n]
_ f'[n]= f[mod n) |, mig 9'[m]=g| mod, (m)

* Mit tegylunk, ha f *9g-t akar"uk DFT-vel szamolni?

— Terjesszuk ki f és g méretét [N+M] hosszura:
» Ezt id6tartomany / siktartomanyban is meg kell tenni

* Altaldnos mddszerek: 0-val paddelés, kép széleire
tukrozés, alul-atereszt6 szlréseknél sulyozas, kiterjesztés
a kép szélsé pixelének intenzitasaval, stb.

— 5x5-0s kernel esetén mar gyorsabb



Konvolucio tétel fontossaga

e Linearis szlirések frekvenciatérben:

f(x,y) i Gaussian scale=3 pixels 2(x,y)
N \ >

@:cirkuléris
konvolucio

t Inverse Fourier

transform

|G(u,v)|



2D DFT Pelda — periodikus textura

[ 4

ampl. modulacié

Periodikus mintdzat < cstcsok a spektrumban:




2D DFT példa — rekonstrukcid
spektrum amplitudébdl és fazisbol

LR =1



2D DFT példa — spektrum
amplitudojabdl rekonstrualt kep




2D DFT példa — spektrum fazisabol
rekonstrualt kép




Polar koordinatas DFT

* Motivacio:
— Radon transzformacio és annak invertalasa

— Regisztracio: elforgatas és eltolas konnyen
szamolhatova valik

e Szamitasa — folytonos eset:
— F{0.p}= [ f(xy)-exp(-27]-p-(x-cos(0)+y-sin(6)))dydx

O EVIRT
— Nem Szeparablhs Majd a rekonstrukcioknal

— Fourier vetitosik tétel bizonyitjuk is!

e Spektrum vonal profiljai < Radon transzformacio 1D
Fourier transzformaltjai




Digitalis képek atlagos
energiaspektruma

Natural scenes




Frekvenciatartomany és emberi latas

 Campbell-Robson kontraszt érzékenységi gorbe:

3 MR



8. Eloadas tartalma

e Linearis szlrok:
— Klasszikus szlrdk suly és atviteli fuggvénye
— Gibbs jelenség

* |nverz probléma — dekonvolucio:
— Inverz probléma formalis felirasa
— Dekonvolucio nehézsége

— Kozismert algoritmusok: Wiener inverz szlrés,
RLA/ ML-EM, MAP becslés, és ezek kapcsolataik



7/ 77

Sz(ir6k id6 és frekvencia tartomanyban

Lowpass  Highpass  Bandpass

Ampl. =" TN
spektrum {

Id6beli jel . \]/\\/ /\VJ A

0 0 0

(a) (b) (¢)



|dealis szUrok

 Amplitudo éles vagasanal Gibbs jelenség:




Gibbs gy(lru effektus

* Gibbs jelenség elkerllhetd ,sima” atmenetd
szlrdokkel:

— Butterworth sz(ir8: adott savkorlat mellett a
legsimabb ampl. spektrumu linearis szlr6

— Gauss szUro: alkalmazasaval nincs Gibbs artefekt

Reconstruction of the periadic square waveform with 1,3, 5,7, 9 sinusoids




Gibbs gyurul effektus




Inverz probléma

* Megfigyelési modell (zajos LTI): g =h=*f +p
—h-t (avagy a PSF-t) mi befolyasolhatja?
* Paciens bemozdulasa a felvételek készitése alatt
* Out-of-focus elrendezés
* Sz6rodo fotonok képek rogzitése soran
— Jelen el6adas soran f,geR’ és neR”:

o f a vizsgdlt 3D objektum projekcidja
e Alapotlet — direkt modszer:

— Dekonvolucio frekvenciaterben: F

w =(G/H)

(u)



Inverz probléma statisztikai
interpretacioja

* Cél megbecsulni P{f}-et:
— Maximum likelihood maodszer:
. f =arg :nax{P{g|f}}
* Gyakorlatban majdnem mindig P{g | f } =P {g—h=f}
ésazf, =arg fmin {—Iog{P{g | f }}}t szoktuk keresni
— Maximum a posterior (MAP) becslés:
. f =arg inax{P{f |g}} = arg 1:rnax{P{g|f}-P{f}}

* Gyakorlatban ezeket a széls6érték keresési problémakat
is negativ logaritmalas utan oldjuk meg.



Direkt dekonvolucio zajérzékenysege

e Problémak a direkt modszerrel:

~

— PSF-et nem ismerjuk pontosan H = H
—F=G/H=Fo(H/H)+N/H=F
— a PSF altalaban alul-atereszt6 jellegi

* magas frekvenciakon N ./ H dominal (~0-val osztas)

a: elmosott kép

b: direkt
dekonvolucid
eredménye, ha
nincs additiv zaj

c: eredmény ha
van additiv zaj




Csonkolt dekonvolucio

* Azon frekvenciakon, melyeken az MTF
alacsony O legyen az eredmény

-

- G/ Huy  [Hu|> 2

0 egyebként

\

Direkt dekonvolucié eredménye

Csonkolt dekonvolucié eredménye



Wiener inverz-sz(ires

* Varhato értékben legpontosabb sz(r6:
. FWiener _ HWiener G
2
il

(u) (u) (u)
_ fWiener = arg min {E {H fWiener _ fvalédi
— A matematikai levezetést hanyagolva:

| H’
HWlner: (u)
(u) 2 2 2
H, +E{‘N<u> }/E{‘Fw) }
— Interpretacio:

( 2 2
1/H, . [SNR A >>1 ‘H E‘F

Winer _ (u) (u) (v) { v }

Hr =+ SNR,, = :
0 |SNR,, <<1 V E{‘N(u) }



Wiener inverz szlres

e Az eredmény (f""*") gyakran nem realisztikus:
— Negativ intenzitasok is el6fordulnak (negativ fluxus?)

— Nagyfrekvencian a hirtelen romlé SNR Gibbs
artefektet general

* SNR gyakran nem mérhetd ki

Wiener szlirés eredménye: jobb
részletgazdagsag, de a gy(ir(ik egy része
megmaradt



Eljarasok illusztralasa -O-

(a) true brightness distribution (b) observed image (blurred and noisy)

[ -
- - »



Eljarasok illusztralasa -1-

Csonkolt dekonvolucio Wiener inverz szdrés



Kényszermentes ML becslés

* Additiv Gauss zaj esete (7 X(0,W™)):
— f, =arg max{K-exp(—(g ~-H'" f)T ‘W/2-(g—H" f))}
f
* H'a rendszer torzitdsanak matrixa, tehat: h= f = H'. f
— Minimalizaljuk a negativ log likelihood fliggvényt:
cL(f)=(g-H'-T) -W/2.(g—H' )

« Mivel H'"-W -H pozitiv szemidefinit, ezért L(-) konvex.

* Tehat VL( f,\;L) =0 kényszer definialja az optimum helyet
-1

o T, = (H T.W - H ’) -H" -W -g un. sdlyozott LS becslés



Kényszermentes ML becslés példa

e Stacionarius, O varhato ertékd Gauss
megfigyelési zaj esete :
— Cov(g)=0’-1,tehdt W =c71
— f :(H'T .W.H')_l.H'T W -g :(H'T .H')_l.H'T g

* Vizsgdljuk meg f,, spektrumat:

H -G G
. (u) (v () ()
(u) # 2 u
Mo Po - JH, .

() H )

— Konzekvencia: ML eljarassal nem lehet a rosszul
kondicionalt inverz problémat megoldani.




ML becslés pozitivitasi kényszerrel

* Nem negativitasi kényszer: f e R,
* JO esetben konvex optimalizalasi probléma:
max. P{g|f} -1 min. L, (f)
S.t. f>0 st. >0
— Konvex a probléma, ha Pr{g | f } log-konkav.
— Nem adhato ra analitikus megoldas
* Milyen eloszlasu lehet valdjaban az additiv zaj:
— Poisson: fotonok inherens zaja

— Gauss: termikus zaj
— Uniform: kvantalasi zaj (A/D atalakitas)



Richardson Lucy algoritmus (+)

* Interpretaljuk a képpontok intenzitasat fotonok
becsapodasi valdszinliségeivel:
— P{ f(i)} : P(,,egy fotonon a detektor i-edik érzékel6-
elemébe csapodik, ha nincs zaj és torzitas”)

- P{g(k)}: P(,,egy fotonon a detektor k-adik érzékels-
elemébe csapddott a megfigyelt kép rogzitese soran”)

—P{g(k) ‘ f(i)}: P(,idealis esetben az i-edik érzékelGelembe
csapodo foton a k-adik érzékel6elembe csapodik bele
— a képalkotd LTI rendszer torzitasa miatt”)



Richardson Lucy algoritmus

* Lényegében egy Bayes-i becslés:




Richardson Lucy algoritmus

— Bevett gyakorlat: iteraljunk a célvaltozo felett:

o |fo - P{ow)
p {1 1=% k>‘<>} W p (g
( 1{ } - ZP{ (k)‘f(j)}'P(r){f(j)} (){ ()}
— Oldjuk fel a valoszin(lségi értelmezést:

) P{f(i)}: f(i)/(fT '1); P{g(i)}:g(i)/(gT '1)

‘ P{gm f(i)}:ha—k)
e« Tfhh'-1=1 nh>0 ezekbdl kdvetkezik: g’ -1<> f' -1




Richardson Lucy algoritmus (+)

e Pif. =1 f'1): dekonvolvalt kép i-edik pixelének
(i) (i)
normalt intenzitasa
. P{g(i)} = g(i)/(gT ‘1): képalkoto rendszer (LTI + zaj) altal
torzitott kép i-edik pixelének relativ intenzitasa

. P{g(k) ‘ f(i)} = h(i_k) : csak az LTI rendszerrel leirhato
torzitast modellezzik

e h' .1=1: minden olyan foton, mely a torzitatlan
rendszer esetén a detektorba csapddna be a torzitott
rendszer esetén is a detektorba csapodik be (maximum
mas érzékel6elembe)

* Végig monokrom spektrumu fotonokat feltételezve a
detektalt intenzitas (fluxus) egyenesen aranyos a
becsapddo fotonok szamaval



Richardson Lucy algoritmus

e Végezzuik el a behelyettesitést:
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— Erdemes észrevenni, hogy ha f® >0, akkor
minden iteraciéban " >0, tehat teljestl a nem-
negativitasi kényszer

— Eljaras konvergenciaja bizonyithato.

e Ekvivalens a pozitivitasi kényszeres ML
becsléssel, Poisson zaj modell esetén.



Eljarasok illusztralasa -2-

(d) Wiener ' (¢) constrained maximum likelihood (Lucy—Richardson




ML becslések 6sszegzése

* Jelentdsen felerdsitik a zajt:

— A probléma rosszul kondicionalt jellegét nem
képesek megfelel6en kezelni.
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— Kivétel az iterativ algoritmusok kore, ha f
elegendden sima, és konvergencia el6tt leallunk!

* Explicit regularizacio sziukséges:
— Definialjuk £ a-priori eloszlasat, és azt rogzitsuk
a minimalizalandé célfuggvénylnkben

* Megj.: RLA-nal szerepelt prior, de annak mas a szerepe,
értelmezése...



MAP becslések

* Bayes becsléselmélet:
— max. P{f g}oc(P{g\f}-P{f})
— Masképpen : min. —log(P{f|g})=®y, (f)+® 4 (f)+K
- @, (f)= —Iog(P{g‘f}): buinteti a mérések és a zaj nélkal
becsult, torzitott kép eltérését: Hg — QH = Hg —hx*f H

* D or ( f ) = —Iog(P{ f }) : meghatarozza, hogy milyen
dekonvolvalt képet preferalunk (pl. zajmentesség,
pozitivitas, simasag, stb.).

— Analitikai értelmezés: regularizalt becslés



MAP becslés példa — stacionarius
Gauss zaj, frekvenciatérbeli prior

2

Fo

* Prior frekvenciatartomanyban: @, (F)=u- YW, -

2
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MAP becslés példa — stacionarius
Gauss zaj, simasagi prior

—-W, =(E{‘N(u) 2}/E{‘F(u) 2})/(2% N-o?) esetén:

. Fopt _ H(“ G(U)
|

(u) 2
(u) }/E {‘ FU)

e Tehat a Wiener dekonvolucio is egy MAP becslés
2
B E{‘Nw) }/E{‘ F
2
— Gyakran feher zaj, s~ W, :J/E{‘ F(u)‘ } oc U’

» 11 értéke szabalyozza, hogy mennyire dominaljon a prior
(magas frekvencias komponensekért mennyire blintetink).
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2} gyakorlatban nem hatarozhato meg



Eljarasok illusztralasa -3-

(e¢) unconstrained MAP (f) constrained MAP with L1-L2 norm
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Ismertetett modszerek csoportositasa

ML becslés:

Csak a megfigyelési zaj osztalyat
ismerjuk

- Zajérzékenység jelentls

probléma, csak a konzisztenciara
figyel

Példak:

Direkt dekonvolucio (additiv
Gauss zajos ML becslés)

Richardson — Lucy (additiv
Poisson zajos, pozitivitasi
kényszeres ML becslés)

MAP becslés:

Explicit modon definialjuk, hogy
milyen jellegl képet akarunk

Ha jol regularizalunk, akkor a
zajérzékenység redukalodik, de az
eredmény kevésbé konzisztens

Példak:

Csonkolt dekonvolucid

Wiener dekonvolucio (additiv
Gaussz zaj + frekvencia fuggd
energia minimalizacio)

Egyéb, regularizalt dekonvoluciok



MAP és ML becslés 0sszehasonlitasa

* Stabilitas:
— MAP-nal a regularizacio célja ennek kikényszeritése (pl.
sima, kevésbé zajos, sth. dekonvolvalt kép elballitasa)

— ML becslésnél ez legfeljebb impliciten kényszerithetd ki (pl.
iterativ becsléseknél konvergencia el6tti leallas).

* Becslés inkonzisztenciaja (|a—h*f|):
— Likelihood tag minimalizalasaval redukalhato

— ML becsléseknél ennek az értéke kisebb — ez viszont a
zajos input képhez (9) a becsiilt torzitatlan kép
tulilleszkedést vonja maga utan (rosszabb képmindség)



