7. Eloadas tartalma

* Linearis sz(rok:
— Klasszikus szlr6k suly és atviteli fliggvénye
— Gibbs jelenség
* |nverz probléma — dekonvolucio:
— Inverz probléma formalis felirasa
— Dekonvolucio nehézsége

— Koézismert algoritmusok: Wiener inverz szdrés,
RLA/ ML-EM, MAP becslés, és ezek kapcsolataik



SzUir6k ido és frekvencia tartomanyban
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|dealis szUlrok

 Amplitudo éles vagasanal Gibbs jelenség:




Gibbs gy(ri effektus

* Gibbs jelenség elkerulhetd ,,sima” atmeneti
szlrokkel:

— Butterworth sz(ir6: adott savkorlat mellett a
legsimabb ampl. spektrumu linearis szir6

— Gauss szUuro: alkalmazasaval nincs Gibbs artefekt

Reconstruction of the periodic square waveform with 1,3,5,7, 9 sinusoids




Gibbs gylri effektus




Inverz probléma

* Megfigyelési modell (zajos LTl): g=h*f +n
—h-t (avagy a PSF-t) mi befolyasolhatja?
* Paciens bemozdulasa a felvételek készitése alatt
e Out-of-focus elrendezés
e Szorodo fotonok képek rogzitése soran
— Jelen el6adds sordn f,geR és nekR’:
* f a vizsgalt 3D objektum projekcidja

* Alapdtlet — direkt modszer:

— Dekonvolucio frekvenciatérben: g
u

) =(G/H)

(u)



Inverz probléma statisztikai
interpretacioja

* Céel megbecsulni P{f}-et:

— Maximum likelihood méddszer:
* S =argmax{Plg|f}]
e Gyakorlatban majdnem mindig P{g‘f} =P {g—h*f}
ésaz f,, =arg min{—log{P{g‘f}}}-t szoktuk keresni
— Maximum a posterior (MAP) becslés:

. fro :argmax{P{f‘g}} = arg;nax{P{g‘f}-P{f}}

f
* Gyakorlatban ezeket a széls6érték keresési problémakat

is negativ logaritmalas utan oldjuk meg.



Direkt dekonvolucio zajérzékenysege

e Problémak a direkt mddszerrel:

— PSF-et nem ismerjlk pontosan H=+H
- F=G/H =Fo(H/F1)+N/FI £ F
— a PSF altalaban alul-atereszté jellegi
* magas frekvencidkon N,/ﬁdominél (~0-val osztas)

a: elmosott kép

b: direkt
dekonvolucid
eredménye, ha
nincs additiv zaj

c: eredmény ha
van additiv zaj




Csonkolt dekonvolucio

* Azon frekvenciakon, melyeken az MTF
alacsony 0 legyen az eredmény
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Direkt dekonvolucié eredménye Csonkolt dekonvolucié eredménye



Wiener inverz-sz(res

e Varhato értékben legpontosabb sz(ir6:
_ FWiener — HWiener G
2
il

() () ()
. fWiener _ arg min {E{HfWiener _fvalédi
— A matematikai levezetést hanyagolva:

| H;
HWzner: (“)
(”) 2 2 2
Hy, +E{‘N<u> }/E{‘Fm }
— Interpretacio:
1/H . |SNR  >>1 H 2E‘F ’
Winer (u) (u) (u) (u)
H(u) R SNR(u): -
0 |SNR, <<I V E{‘N(u) }




Wiener inverz sz(res

* Az eredmény (/") gyakran nem realisztikus:
— Negativ intenzitasok is el6fordulnak (negativ fluxus?)

— Nagyfrekvencian a hirtelen romld SNR Gibbs
artefektet general

* SNR gyakran nem meérheto ki

Wiener sz(irés eredménye: jobb
részletgazdagsag, de a gylrlk egy része
megmaradt



Eljarasok illusztralasa -0O-

(a) true brightness distribution (b) observed image (blurred and noisy)
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Eljarasok illusztralasa -1-

Csonkolt dekonvolucio Wiener inverz szlrés



Kényszermentes ML becslés

* Additiv Gauss zaj esete (7€ X(0,7)):

~ fi =arg;naX{K~exp(—(g—H’-f)T Ww/2-(g-H" 1))

« H' arendszer torzitdsdnak matrixa, tehat: h* f = H'- f
— Minimalizaljuk a negativ log likelihood fliggvényt:

L(f)=(g-H"-f) W/2:(g-H"])

- Mivel H"-W-H pozitiv szemidefinit, ezért L(-) konvex.

* Tehat VL(fA’;L ) =0 kényszer definidlja az optimum helyet

« fu =(HT-W-H') -HT-W-g an.slyozott LS becslés



Kényszermentes ML becslés példa

e Stacionarius, 0 varhato éertekd Gauss
megfigyelési zaj esete :
— Cov(g) =o’-I,tehdt W=0"-1

_ f]\ZL :(HrT 'W'H’)_l -H’T Wg Z(HIT 'H’)_l -H’T g
* Vizsgadljuk meg f,, spektrumat:
G H . -G G
. ()  T(u) ()  T(u) ()
_FML(u):H N7 2 T g :(G/H)(u)

— Konzekvencia: ML eljarassal nem lehet a rosszul
kondicionalt inverz problémat megoldani.



ML becslés pozitivitasi kényszerrel

* Nem negativitasi kényszer: f e R,
* JO esetben konvex optimalizalasi probléma:
max. P{g|f} - log min. L, (f)

st. /=20 l st. f>0
— Konvex a probléma, ha Pr{g|/} log-konkav.

— Nem adhato ra analitikus megoldas
* Milyen eloszlasu lehet valojaban az additiv zaj:
— Poisson: fotonok inherens zaja

— Gauss: termikus zaj
— Uniform: kvantalasi zaj (A/D atalakitas)



Richardson Lucy algoritmus (+)

* |Interpretaljuk a képpontok intenzitasat fotonok
becsapodasi valdszinliségeivel:
— P{f(l.)} : P(,,egy fotonon a detektor i-edik érzékel6-
elemébe csapddik, ha nincs zaj és torzitas”)

B P{g(k)}5 P(,,egy fotonon a detektor k-adik érzékel6-
elemébe csapddott a megfigyelt kep rogzitése soran”)

—P{g(k) f(,-)}3 P(,,idedlis esetben az i-edik érzékel6elembe
csapodo foton a k-adik érzékel6elembe csapddik bele
— a képalkoto LTI rendszer torzitasa miatt”)




Richardson Lucy algoritmus

* Lényegében egy Bayes-i becslés:

— Bayes szabaly: P{f(i)

— Dekomponalas: P{f(l.)} :ZP{f(Z.)
k

, P{g(k) O
—Tehdt: pl/ 1=Y




Richardson Lucy algoritmus

— Bevett gyakorlat: iteraljunk a célvaltozo felett:
P

{f }‘Z P{g<k> J?t)}'P{gu«)}
) ) f T
k ;P{gu«) find B (i)
— Oldjuk fel a valdszin(Gségi értelmezést:

P =0 (1) Pley =g /(g7 1)

’ P{guc) f(,.)}=h(l._k)
e« Tfh A" -1=1; >0 ezekbdl kovetkezik: g’ 1= f" -1

P/




Richardson Lucy algoritmus (+)

. P{f(i)} = f(i) /(fT '1) . dekonvolvalt kép i-edik pixelének
normalt intenzitasa

. P{g(i)} = g(i)/(gT '1): képalkotod rendszer (LTI + zaj) altal
torzitott kép i-edik pixelének relativ intenzitasa

. P{gﬁk) f(l.) = h(k_l.) : csak az LTl rendszerrel leirhato
torzitast modellezzik

* ' .1=1: minden olyan foton, mely a torzitatlan
rendszer esetén a detektorba csapddna be a torzitott
rendszer esetén is a detektorba csapddik be (maximum
mas érzékel6elembe)

* Végig monokrom spektrumu fotonokat feltételezve a
detektalt intenzitas (fluxus) egyenesen aranyos a
becsapodod fotonok szamaval



Richardson Lucy algoritmus

e Végezzik el a behelyettesitést:

) _ h(k—i) 0 (r) _ h(k—i) "8(k)
f(z’) Z f Z

r . (l) r .
k ;h(""')'f((f)) m(ne ),

— Erdemes észrevenni, hogy ha 7% >0, akkor
minden iteracioban f(’”) >0, tehat teljestl a nem-
negativitasi kényszer

— Eljaras konvergenciaja bizonyithato.

* Ekvivalens a pozitivitasi kényszeres ML
becsléssel, Poisson zaj modell esetén.



Eljarasok illusztralasa -2-

(d) Wiener ' (¢) constrained maximum likelihood (Lucy—Richardson




ML becslések 6sszegzése

* Jelentdsen felerdsitik a zajt:

— A probléma rosszul kondicionalt jellegét nem
képesek megfelel6en kezelni.

] V4 . 7 [} oo O
— Kivétel az iterativ algoritmusok kore, ha Jas
elegendden sima, és konvergencia el6tt leallunk!

* Explicit regularizacié szikséges:
— Definialjuk AR a-priori eloszlasat, és azt rogzitsik
a minimalizalandod célfiggvényunkben

* Megj.: RLA-nal szerepelt prior, de annak mas a szerepe,
értelmezése...



MAP becslések

* Bayes becsléselmélet:
— max. P{fg}oc(P{g‘f}-P{f})

— Masképpen : min. —log(P{f\g})ﬂDML (f)+D,., (f)+K

D, (f) =—10g(P{g‘f}): blnteti a mérések és a zaj nélkdl
becsiilt, torzitott kép eltérését: Hg—g” =Hg—h*fH

@ . (f) =—10g(P{f}) : meghatdrozza, hogy milyen

prior

dekonvolvalt képet preferalunk (pl. zajmentesség,
pozitivitas, simasag, stb.).

— Analitikai értelmezés: regularizalt becslés



MAP becslés példa — stacionarius
Gauss zaj, frekvenciatérbeli prior

* Prior frekvenciatartomanyban: @ _ ( ):ﬂ‘zw@f‘F(u)

* Gauss, stacionarius zaj: @, (f 2/262-Z(g -

— Parseval tétel szerint: @ (F

2N -

 Osszegezve: O(F)= ]\}/ ;Z ) 2

— Mivel cI)() konvex, ezért Vq)(FOPf) —0, tehat.

Fv(O];t _ H(“) . G(”)
u 2
‘H +2-u-N-o? W,

()



MAP becslés példa — stacionarius
Gauss zaj, simasagi prior

~ W :(E{‘Nm 2}/E {‘F(m 2})/(2“']\["72) eseten:
H -G(u)
2 2
¢ /ol

.FOpt _ (u)
() 2
‘H L E ‘N(u)
* Tehat a Wiener dekonvolucio is egy MAP becslés
2
- E{‘Nm }/E{‘Fu

2} gyakorlatban nem hatarozhaté meg
2
— Gyakran fehér zaj, és W(u) = /E {‘F(u)‘ } oc u”
* 11 értéke szabalyozza, hogy mennyire dominaljon a prior
(magas frekvencias komponensekért mennyire bliintetink).




Eljarasok illusztralasa -3-

(e) unconstrained MAP (f) constrained MAP with L1-L2 norm
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Ismertetett modszerek csoportositasa

ML becslés:

Csak a megfigyelési zaj osztalyat
ismerjuk

- Zajérzékenység jelentls

probléma, csak a konzisztenciara
figyel

Példak:

Direkt dekonvolucio (additiv
Gauss zajos ML becslés)

Richardson — Lucy (additiv
Poisson zajos, pozitivitasi
kényszeres ML becslés)

MAP becslés:

Explicit médon definialjuk, hogy
milyen jellegl képet akarunk

Ha jol regularizalunk, akkor a
zajérzékenység redukalodik, de az
eredmény kevésbé konzisztens

Példak:

Csonkolt dekonvolucio

Wiener dekonvolucié (additiv
Gaussz zaj + frekvencia fuggéo
energia minimalizacio)

Egyéb, regularizalt dekonvoluciok



MAP és ML becslés 0sszehasonlitasa

e Stabilitas:
— MAP-nal a regularizacié célja ennek kikényszeritése (pl.
sima, kevésbé zajos, stb. dekonvolvalt kép el6allitasa)

— ML becslésnél ez legfeljebb impliciten kényszerithetd ki (pl.
iterativ becsléseknél konvergencia el6tti leallas).

e Becslés inkonzisztenciaja (|g—A*f]):

— Likelihood tag minimalizalasaval redukalhato

— ML becsléseknél ennek az értéke kisebb — ez viszont a
zajos input képhez (8) a becsult torzitatlan kép
tulilleszkedést vonja maga utan (rosszabb képmindség)



