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Elbadasok témaja

Rontgen tomografia fizikai és matematikai alapjai — 2D Radon
transzformacio, sz(rt visszavetités:
— Fan —beam / Cone — beam felvételi elrendezések esete

Altalanositott (3D) rontgen tomografia alapjai — ART
rekonstrukcios eljarasok

Pozitron emisszids tomografia alapjai — ML-EM statisztikai
rekonstrukcios eljaras

Modell alapu / CS rekonstrukcids eljardsok
Tomoszintézis felvételi elrendezés — MITS rekonstrukcid
Rekonstrukcios eljarasok mindsitése



Rontgen tomografia alapjai

e Altaldnositott Beer-Lambert torvény:

Eax

L0 = T I, (E)-exp{— J ,u(E,x)dx}dE:

E in P(xO,yO)
—1,(E): réntgencsovet elhagyd E energiaju fotonok
intenzitasa (Ures térfogat esetén a detektor altal érzékelt

fotonok szama)

— P(x,y): pontszer(i sugarforrast a detektor (x,y) koordinataju
pontjaval 0sszekotd szakasza a 3d térnek

— u(E,x): a vizsgalt térfogat x koordinataju pontjanak linearis
csillapitasi egyltthatoja Eenergian

— Egyszer(sitett Beer-Lambert torveny: 7, (E)-exp{— | ,u(x)dx}
(monokrém spektrum esete) P(x0.50)



Rontgen tomografia alapjai

* Monokrom spektrumu sugarzas esete:
— Altaldnosan alkalmazott feltételezés

— Rekonstrukcio célja a lin. csillapitasi egyutthatok
meghatarozasa az alabbi 6sszefliggés invertalasaval:

(1, /I)= [ w(x)dx

xO yO)

e Valodi rontgensugarak ezzel szemben:
— Polikromatikusak mmms) sugarkeményedés problémaja

— Szorodnak: nem igaz, hogy csak a vetitésugar mentén
elhelyezked6 képletek szamitanak.

— Projekcidk egyéb zajjal is terheltek : kis intenzitasnal rossz SNR



Rontgen alapu képalkotas

 Konvencionalis P-A rontgen:

— Nincs rekonstrukcio

e Szamitogépes tomografia (CT):
— Parhuzamos vetit6sugarakon alapulé eljarasok (kevés ilyen
eszkoz van csak forgalomban), cserébe egyszeri elmélet
— Legyez6 (Fan-beam) helikalis CT — leggyakoribb tipus
— Cone-beam CT, ennek specialis valtozata a Tomoszintézis

* Orvosi képdiagnosztika alapvetd eszkoze:

— Mivel a rontgen sugarzas ionizal, illetve maga a vizsgalat
itthon mércével draga, ezért csak indokolt esetben végzik



2D Radon transzformacio:

 Radon transzformacio (2D szelet 1D projekciok):

— Input: 2D Descartes - koordinatarendszerbeli kép

— Output: sinogram — 2D polar-koordinatarendszerbeli kép

: Sinogram: _

XN\

N

>
X

100 £

150

t 200

250 1

300

350

50

100 150 200 250 300 350 9



Radon transzformacio —
Fourier vetitOsik tétel

* Radon transzformacio (2D szelet 1D projekciok):

— Vetit6sugarak merélegesek az x tengellyel 8 sz6get bezaro
E€gyeENEsre:. ¢ = x-cos(9)+y-sin(6')
— Vetltosugarak menten integraljuk a szelet elemeit:

Hf x y x cos )+y-sin(6’)—t)dxdy
— Legyen S ( _[P - €XP —27[] tp)d

. Fou rler vet|t05|k tetel szarmaztatasa:
jﬁf X y x cos )+y-sin(6’)—z).exp(_zﬂj.pt)dtdydx

X, )t

S, (p) = _Uf(x,y)-exp(—27zj-p-(x-cos(¢9)+y-sin(¢9)))dydx



Fourier vetitOsik tétel

— Lényegében f spektrumanak egy szakaszat kaptuk meg:

S, (p) :F(p~cos(<9),p-sin(¢9))
* Vizualis interpretacio:

projekcio . . L
o \\ Fourier Transzformacio
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levetitett szelet/ képtartomany frekvenciatartomany



Rekonstrukcié — FBP alapotlete

* Rekonstrukcio célja: Radon Transzf. invertalasa

* Fourier vetitOsik tétel ertelmeében a vizsgalt
szelet spektrumainak bizonyos részeit ismerjuk:
— Az ismert részeket ,,illesszik” egy tres spektrumba

— Polar koordinatas frekvencia sugaranak
fuggvényeében a spektrum mintaveételi - ~

helyeinek eltérd a tavolsaga: AT SN
K(w)=2-o| - 7-(27/A6) m , S
. 7 o ’ 77 é""‘ LU
— Korrekcid: spektrumba illesztés elStt 44—t
s . s \ A /
‘CO‘ -val sulyozzunk frekvenciatérben N

(ez az Un. rampaszirés).



Sz(rt visszavetités (FBP) szarmaztatasa

* FT inverze:f(x,y) = _”F(u,v)-exp(j27z(ux+vy))dvdu

* Fourier vetit6sik miatt a spektrumot polarkoordinata-rendszerben
ismerjiik: u =®-cos(0); v=aw-sin(0)

27T ©

f(x,y)= jjF(w,@)-exp(jZn-co(xcos(@)+ysin(6’)))-]da)dé?

ou/0w 0ou/o6

ov/ow 0Ov/06
— Tovabbiakban k = xcos(8)+ ysin(6)

27T ©

.« f(x,y)= jjF(w,H)-exp(j27z-a)k)-a)da)d¢9

=.=w,dudv=Jdodl




Sz(rt visszavetités (FBP) szarmaztatasa

e Vagjuk szét a kils6 integralt:

27 ©

f(x) ”F (,6)- ﬂwka)da)dmij (0,0)-¢" ™ wdwd8

- f(-,@) a sinogram egy oszlopa, melynek definicidéjabdl (Radon
transzf.) kévetkezik hogyF(a),é?) = F (-w,0+ ), hiszen:

, <9+7z P exp(—j2nwt)dt = | P,(—t)-exp(—j2nwt)dt
6’+7r 0

Flo,0+7)- Tl’g(l)-exp(—jZﬂ(—a))l)%dl _F(-0,0) -

[=00

— Felhasznaltuk, hogy k = xcos(8)+ ysin(8), illetve
cos(@+7)=—cos(8) és sin(f+7)=—sin(0)



Sz(rt visszavetités (FBP) szarmaztatasa

e Vagjuk szét a kils6 integralt:

7T 0 27T ©

y \ L £ ‘ 2Tk  aJ2mok
P ()2 7 (Lo)»0) e edodo [ [F(00) " adods
_}ulf(',é’) a sinogram egy 05z S, (@)= F (o, ‘9)‘Ciéjébé| (Radon

transzf.) kovetkezik, hogyFWF(—w,@wz), hiszen:
Fw.0+x)= | P, (t)-exp(-j2zot)dt = '&/512_1 p(— 270t dt
t_:ogoo 7
F,0+7)= jP@(l)-exp(—j27z(—a))l)%dl:F(—a),e) /=1

[=00

— Felhasznaltuk, hogy k = xcos(8)+ ysin(8), illetve
cos(@+7)=—cos(8) és sin(f+7)=—sin(0)



Sz(rt visszavetités (FBP) szarmaztatasa

* Alakitsuk at egyszer( behelyettesitésekkel a masodik integralt:
2

jTF(co, """ dwdd H e dwd®
7 0 &:_@ 00

k=cos(0)x+sin(0)y

F(-0,0)-¢" ™ 0dwd®

O ey N
O ey §

O'-—;k)

[ [ F(0,0)-¢% (-0)-(-1)d2d®

w=—C2

O ey N

f F(Q.0)-¢7™ (-Q)-(-1)dQdo = | } F(Q,0)-¢”™ (-Q)dQ d®

0 —0



Sz(rt visszavetités (FBP) szarmaztatasa

e Lassuk mit sikerult kifézntink:

f(x) HF (w,6)- ﬂ”"a)da)deF 0,0)-¢"" (~w)dw db

e

TT ®,0)-|o|-exp(j2rko)dwdl = jQ@
0 —0

— Qe( )= J S, (®)-|a|-exp(j27kw) da)ekvwalensa projekcidk

W=—00
(sinogram oszlopai) rampa sz(roével
torténd szlrésével

- f(x,y)= TQQ (Xcos(9)+ysin(¢9))d6?:

0
az u.n. visszavetités




SzUrt visszavetités értékelése

e Rampasziro:

‘_,_vn\l Ao

Distance —a

0 Vmax .,
Frequency,V -= képtérben

,ldealis” rekonstrukcio feltételei:
180°-bol rogzitett projekciok

A6 < arcsin(Af/ fry)
* Projekciok felbontasa elegend6en
nagy: f, > \/Ethipikus az 1cyc/mm

» Zajt az eljaras expliciten nem kezeli,
ez jelentds problémaforras.




Sz(irt visszavetités implementaciodja

 Rampaszurés frekvenciatérben torténik:

— 5x5-0s sz(ir6 esetén mar a frekvenciatartomanybeli sz(irés
a gyorsabb (ennek féleg régebben volt jelentbsége).

* \isszavetités kép / id6tartomdanyban:

— Frekvenciatartomanyban interpolalnunk kellene a
spektrum ismert egyeneseibdl a DFT altal mintavett
frekvenciak értékét (mely messze nem trivialis).

e SzUrések, projekciok visszavetitése egyenkent
(sugaranként) jol parhuzamosithato



SzUirt visszavetités zajérzékenysége

 Detektorok DQE-je a frekvencia fluggvényében
monoton csékken‘ zajos magas frekvencia (PET
esetén a rontgenes esetnél joval rosszabb).

* Raadasul magas frekvencian ,tavolabb vannak” a
spektrum ismert értékei (ezért kell a rampa szlrés is).

* Legegyszerlbb megoldas az alul-ateresztés:
— Az alul-ateresztés és a visszavetités sorrendje tetsz6leges
— Erd&forrasigény miatt érdemes a rampa szlrét megszUrni:

(P p *h ) * hLowpaSS =F, * (hRamp * hLowpaSS )

Klasszikus inverz problémak mely algoritmusaira hasonlit az eljaras?

Ramp




Gain

SzUirt visszavetités zajérzékenysége

e Rampa szlrd modositottjaival szlrink:

Szlrdk atviteli fuggvényének Egy CAT MTF-je a sz(ir6k
abszolut értéke: fuggvényében (példa):
1 rd \ ---Hamming
——RamLak // 09 \: ---Shepp-Logan
0.8 -~ Butterworth e l . W +Modified Shepp-Logan|
. Shepp-Logan e e \“\'- —Ramp
Cosme_ : "// T 807 LR ~Hanning
——Hamming ' 3 IR Cosine
067 Hann = 06 NN o
BlackMan =
<05
@
i £ 0.4
A ¥ 03
0.2} =
P 0.2
i 1 1 1 1 2 N 01
00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 » —
Frequency 0 05 1 1.5 2

Spatial Freauencv (1/mm)



SzUrt visszavetités mikodése

* Demo vide6 az FBP rekonstrukciojarol:
https://www.youtube.com/watch?v=ddZeLNh9aac

— A szinogramban oszlop-folytonosan helyezkednek az 1D
projekciok.

* A videdn ol kovethetd a Ilimitalt
szogtartomany altal okozott artifakt:

— Magas frekvencias komponensek (pl. fantom széle) kis
szogtartomanybal is jol rekonstrualodik.

— Alacsony frekvencias komponensek viszont er6sen
szétmosodottak (jellegzetesen ,V” alakban) .

— Vetit6sugarakra merd6leges élek rekonstrualhatoak jol.



FBP Fan-beam geometria esetén

* Eddig parhuzamosak voltak a vetitésugarak:

— Gyakorlatban egy ilyen CT nem igazan realizalhato

* Fan-beam vetit6sugaras helikalis CT (U.n. CAT):




FBP Fan-beam geometria esetén

* Alapotlet: a mért intenzitasok atcsoportositasa
parhuzamos vetit6sugar alapu geometria szerint:

— Lényegében uj, parhuzamos vetitdsugar szerinti virtualis
projekciokat allitunk el6 a fan-beam projekciokbal.

Atcsoportositas

Fan-beam projekciok Virtualis parhuzamos projekciok




FBP Cone-beam geometria esetén

 CBCT rendszerek - Cone-Beam geometria:

— Flat-panel detektort hasznal, a sugarak kupszer(ien (innen az
elnevezés) vetulnek a detektorra:

Sugarforras

Vetit6 kup

lat panel
detektor



Cone-beam geometria szerinti
vetuletek FBP rekonstukcioja - FDK

* Feldkamp, Davis, Kress CBCT-s algoritmusa:
— Klasszikus sz(rt visszavetitéssel rekonstrual
— Kozelitéen helyes algoritmus — idealis esetben sem tokéletes

Idealis rekonstrukcio esetén is Cone-beam artifakt

[}
= -
1

—




Projekciok keletkezésének
altalanos 3D modellje

e Altaldnos modellje a (rontgen) képalkotasnak:

c(vy)= [ [ [ h(vsab.r) f(aBoy)dydadf+n(xy)

—00 —o00 ¥ =0

— Mérésekkel rendelkernk:g(x,y)

— Teoretikusan ismerjuk a rendszer PSF-jét: Beer- Lambert
torvény szerint, ami nem modellez sem szoérdédast, sem a foto-
elektromos kolcsonhatas soran keletkezd divergald sugarakat.

— Rekonstrukcio céIjaf(a,,B,y) meghatarozasa

— Erdemes megjegyezni, hogy a Beer-Lambert térvénynél ez egy
altalanosabb modell, de monokrom sugarakat feltételez,
gyakorlatban nem tudunk vele dolgozni tul nagy komplexitas.



Projekciok keletkezésének
altalanos 3D modellje

 Megfigyelési modell diszkretizaltja g=H-f +n:

— 8 tartalmazza az dsszes vetitésugar fotodidodakon mért
intenzitasok negativ logaritmaltjat (tehat minden projekcio
minden pixeléhez tartozoé intenzitasat tartalmazoé vektor).

— H a vetitd matrix, H(l.,j): i-edik pixelbe csapodo fotonok a
j-edik voxelt6l mennyire csillapodnak (ez anyag fliggetlen).

— 1) az additiv zaj — nem modellezett hatasok determinaljak
* Lényegeében ez is inverz probléma:

— Ugyanugy jelentGs a zajérzékenység, mint 2D esetben

— Ellentétben nagysagrendekkel tobb valtozé (akar 1E7)



Projekciok keletkezésének
altalanos 3D modellje

Ez igy tul altalanos, de jobban modellezi a valosagot.
Gyakorlatban viszont H i )2 i-edik pixelbe csapo6do fotonok
altal a j-edik voxelben megtett Utjanak a hossza (csak primer
sugarzas). Ezzel a megkotéssel H egy ritka, U.n. savmatrix-a
valik.

—Ha vetl'M): i-edik pixelbe csapodo fotonok a

j-edik voxelben lévé anyagtdl mennyire csillapodnak.
— 1) az additiv zaj — nem modellezett hatasok determinaljak

* Lényegeében ez is inverz probléma:
— Ugyanugy jelentGs a zajérzékenység, mint 2D esetben
— Ellentétben nagysagrendekkel tobb valtozé (akar 1E7)



Algebrai rekonstrukcids technika
(Gordon ART)

e Kaczmarz iteracioval torténik g=H-f megoldasa:
— Rekonstrukcionala f = H .o megoldas lenne az ,idealis”, de:
* Tul nagy H mérete a ma elérhet6 szamitasi teljesitményhez

* Raadasul H nagyon ritka, melyet altalanos algebrai
modszerek nem képesek hatékonyan kihasznalni
— Eljaras alapotlete: g = H -t |ényegében N db (vetitGsugarak
szama), M dimenzids hipersik egyenlete

* Ha létezik egzakt inverz, akkor a hipersikok az M dimenzids
tér ugyanazon pontjaban metszik egymast.

* Ha tulhatarozott, akkor nincs metszéspont, ha alulhatarozott
akkor az M dimenzios teret egy résztartomanyra szUkitik.



Algebrai rekonstrukcids technika
(Gordon ART)

— Az eljaras k+1. iteracioban merdlegesen vetiti az aktualis
f-et g,=Hg,, f hipersikra(i= k(mod N)):

faH yre merdleges azon sikon helyezkedik el, mely
tavolsaga az origdtol g(l.)/HH(l. :

2

e Tehat £ =¥ _ 4. H(l :)T, a merdleges vetités utan

g, =H,, '(f(k) —Ot'H(,-,:)T) teljesiil, amibd| kifejezve:

o= (H(i,:) £ - 20) ) / (H(,-,:) 'H(,-,:)T ), behelyettesitve:




Algebrai rekonstrukcids technika
(Gordon ART)

T
PO

(i) . T
H,, Hg,

. g—H-f(k) a rogzitett projekciok és az aktualis (£%)) rekonstrukcié
modell szerinti vetlletének a kilonbsége (vetlleti hiba)
. H(i,:)T/(H(i,:) -H(l.,:)T): a vetuleti hibat vetiti vissza

— Eljaras tulajdonsagai:

interpretacioja:

* Sok, kdbnnyen szamolhato iteracio, melyek nem parhuzamosithatéak

* Konvergal, ha megfigyeléseink konzisztensek, ellentétben limit
hurokba szorul, mely belsejében helyezkedik elaz f* =H" . g.

e Hatranya, hogy nem kezeli a projekcidk zajat, ezért tulilleszkedésre
hajlamos (Iényegében egy ML becslés Gauss eloszlasu likelihood-dal)
* Sziikség van egy f”-ra: gyakran FBP / BP eredménye



* N=2, M=2 esete:

X2

Kaczmarz iteracio példa

—>

i-edik kényszerrel konzsiztens

vektorok halmaza

f3

f2

f1

—

fo

* Ha a két merbleges hipersik

egymasra merbleges, akkor
két iteracio alatt megvan a
metszéspont

Ha a hipersikok
parhuzamosak, akkor az
iteracio nem all le (limit
hurokba kerul)

Minél nagyobb a két
egyenes altal bezart szdg,
annal gyorsabb a
konvergencia.



Limit hurok viselkedés

* Gordon ART inkonzisztens projekciok esetén limit
hurokba lép:

5 T o 1 2 3
Stabil limit hurkok viselkedés: a rendszer allapotvaltozéja hurok trajektériaba ragad



Algebrai rekonstrukcids technika
(Simultaneous ART)

* Egyidejd ART (SART):

— Hibaképzés nem vetit6sugaranként, hanem projekcionként:

H '
RIS (O —H Y U
]ZS: (gm (3+) )H

oo Hyy
 S.:i-edik projekcid pixeleit el6allité vetitésugarak halmaza
— Tetsz6leges £ esetén is konvergal egy LS becsl6hoz:
* Ha tobb LS becsl6 van, akkor az f-hoz L2 szerinti legkbzelebbihez

— JOl parhuzamosithato:

* Azonos projekcidhoz tartozo vetitsugarak menti levetités és
visszavetités egymastol figgetlen

— Zajra tulilleszkedés tulajdonsaga valtozatlanul megmaradt
e Ez az eljaras is ekvivalens egy ML becsléssel



Algebrai rekonstrukcids technika
(Simultaneous lterative Reconstructive Technique)

Egyidejl Iterativ Rekonstrukcids eljaras:
— Osszes projekcid, 8sszes pixele szerint egyszerre képez hibat:

H '

k+1 _ 1. ) (ix)
R Z( )H< ) Hiy'

— Hasonlo konvergenaa tuIaJdonsagok mint az SART-nél:
* Pontosan ugyanazon becsléshez konvergal

— JOl parhuzamosithato, de:

» Egyszerre csak egy projekcio le / visszavetitése nem méddositja
tobbszor u.a. voxelt (egyébként versenyhelyzet).

* Gyakorlatban tobb szamolas szlikséges a konvergenciahoz, mint a
masik két ART-nél
— Létezik olyan valtozat, mely kezeli a polikrédm energia
spektrum miatt kialakulo sugarkeményedés artifaktumot.




Algebrai rekonstrukcids technika
(Multiplikativ ART)

* Eddig Additiv ART-ket néztunk:

— Kezdeti iteracidk soran lassabban haladnak
— Pozitivitasi kényszert nem lehet kikényszeriteni

* Multiplikativ ART-k:

— Hibat multiplikativ médon szarmaztatjak

H(J,)
g .
_ cop(k) _ell-n) g (/)
pl.2 £y =1 - [1 H(,).f(k)]
s

* Ahibat 1-g , /H -f") értéke méri
— Kezdeti iteraciok hatékonyabbak, de gyakran divergal, vagy
a végén tulsagosan lelassul.



