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7. El6adas tartalma

* Spektrumszivargas
* Képfeldolgozas frekvencia tartomanyban:
— 2D Spektrum gépi abrazolasa
— Sz(rések frekvenciatartomanyban

— Spektrumképek értelmezése



Diszkrét Fourier Transzformacio (DFT)

. DiszkreNt_ilzéIt jelet N pontban ismNglrjUk:
— X, = Zx[n]-exp{—j-n-(k-Zﬂ/N)} = Zx[n]-exp{—j-n-k-Aa)}

— x|[n] :(1/N)-N21Xk -exp{j-27wkn/N}
e Kapcsolat a DTFT-vel:

_ x[n]:{y[n] ne[O,l,...,N—l]

megfigyelési ekvivalens
0 egyebkent SlEY

— DFT mintavételezi a megfigyelési ekvivalens DTFT
spektrumat: ¥, = X (k-Aw)

» C"feletti ortogonalis transzformacid, mi a matrixa?



DFT pontszama

 Megfigyelési ekvivalens DTFT spektrumat
tetszOleges felbontassal mintavételezhetjuk:
— Ha M minta érdekel, akkor M-N db 0-val paddeliink

— A fizikai (folytonos) jel spektrumarél ezaltal nem
tudunk meg tébbet!

—2-Radix FFT ¢ ‘ TN




DFT és a DFS kapcsolata

* A DFT altal meghatarozott spektrum diszkret:
1 N-1

x|n] :ﬁkZ_;Xk -exp{j-27kn/N} =

1 N-1

:NZX" .exp{j-Zﬂkn/N+27zk} :x[n+N]
n=0

— Lényégében Diszkrét Fourier Sorfejtés (DFS)

* DFT kapcsolata a Diszkrét Fourier Sorfejtéssel:
— DFT id6tartomanyban véges idejd diszkrét jelet var
— DFS periodikus, végtelen idejl diszkrét jelet var
— Ezt leszamitva identikusak.



DFT és FFS kapcsolata

* Vizsgaljuk a mintavételezett jelet folytonos
idoben:

_x (t)zx(t)-nio5(t—n-At)és x. (t+N-At)=x, (1)

1 NAt-0 272_
— G=— | xs(t)-exp{—j-t.k-N.A }dtz

t 0-0 t
NI , N-1
- N-IA, ;x[n]-exp{—j-n-k]\zfﬂ}oc nz_;x[n]-exp{—j-n-kiﬂ/N}

 Mintavételezés hatasai:
— DFT felbontasa: Af =f,/N=1/(N-A,) o, =27-k-Af
— Aliasing (mar volt)



DFT és FFS kapcsolata

* Vizsgaljuk a mintavé
idGben: )
_x (6)=x(t)- Y 8(t-n-At)gs x. (t+N-M)=x (1)

n=-—0o0

A megfigyelt jelrészlet egy peridodusa
egy folytonos periodikus jelnek.

FFS | VAo 2
¢ Z__— : —itk- dt =
Cr NA S xS(t) exp{ J-t N-Ax} {
N , Nol
:ﬁ;x[n]-exp{—j-n-k]\zfﬂ}jc\nz(;x[n_-exp{—j-n-k-27z/N}

DFT

 Mintavételezés hatasai:
— DFT felbontasa: Af =/, /N=1/(N-Ax) o, =27 -k-Af
— Aliasing (mar volt)



Spektrumszivargas - ablakozas

* DFT kapcsolata a DTFT-vel és a DFS-el:

— Impliciten cirkularis jelet feltételez (DFS)

— Tegyuk fel, hogy az eredeti jeliink (végtelen
terjedelm) véges részét tudtuk mintavételezni:
h[n] = rect, [n] , y[n] =y [n]h[n]
* Idedlis esetben: ¥, =7, (k-Aw)
* Avalésagban: Y, =1/27-(Y, *H)(k Aw)
e Cél lenne a DTFT spektrumot szivargas nélkul
mintavételezni: ¥, =Y, (k- Aw)



Spektrumszivargas - ablakozas

* DFT kapcsolata a DTFT-vel és a DFS-el:

— Impliciten cirkularis jelet feltételez (DFS)

L STu—k |; hog Végtelen kiterjedésl mintavételezett
Z n- l’j) Ve jel (megfigyelési ekvivalens) i

e
U

=

[n :\r/ectT [n] , y[n] =V,

* Idedlis esetben: ¥, =7, (k-Aw)

* Avalésagban: Y, =1/27-(Y, *H)(k Aw)

e Cél lenne a DTFT spektrumot szivargas nélkul
mintavételezni: ¥, =Y, (k- Aw)



Spektrumszivargas - ablakozas

— Tehat a megfigyelt jel DFT spektruma:
Y, =127 (Y*H)(k-Aw)

— h[n] az ugynevezett ablak figgveny

* Ha expliciten nem ablakozunk, akkor: h[n]=rect, [n]

50 —

40
Kék gorbe: rect ablak DTFT
spektrum amplitudéja 30}
Piros pontsor: rect ablak DFT 20}

spektrum amplituddja
10}

0

Mikor nincs spektrumszivargas?



Spektrumszivargas - ablakozas

* DFT el6tti ablakozas:
— Képtérben az altalunk definialt #[n]-el szorzunk

— Ablakfuggvények tulajdonsagai:

. " ; . . Rectangular window Fourier transform
Leakage” from a sinusoid (rectangular window) 9
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Koherens mintavételezés

* Periodikus jelbdl egész szamu periodusnyit
mintavetelezink (yy) : N/ f. =k/f, ke Z,
— J: periodikus jeliink frekvencidja, N: mintak szdma

— N pontos négyzetes ablak DTFT spektruma:
- H,, =sin(o/Ao)/(0/Ao)

* Hrect (k.Aa))zék,O ha kEZ
. YS(CU):O,ha wzk-Aw re7

— Tehat a DFT altal mintavételezett frekvenciakon
nem torzul az ablakozas miatt a DTFT spektruma

— Kilénben Spektrumszivargas.



spektrum amplitudoja

Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés

» Adott folytonos jel: y(t)=sin(2z-¢-15)
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* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27-¢-15)
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés

— Mintavételezzuk (y [-]): f., =1kHz, N =0

— Mivel a mintavételi torvényt nem sértjuk meg:
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés
* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27-¢-15)
— Mintavételezzik ( y,,, ): f. =1kHz, N =100

— Megfigyelési ekvivalens: (y, -rect,, )]
— Implicit ablak DTFT spektrumanak részlete:

amplitudo [dB]
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés

* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27-¢-15)
— Mintavételezzik ( y,,, ): f. =1kHz, N =100
— DFT &ltal , ltott” jel: ¥, [n] = (1, - D, )[moOd, g (11)]

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2
IdO [secC]



Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés
* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27-¢-15)

— Mintavételezzik ( y,,, ): /. =1kHz, N =100
— Megfigyelési ekvivalens spektruma: Y, oc Y *H __

YIOO (O) = jYw (T) : 1/277 Hmct (O _ Z')dT Piros: ablak normalt

spektruma

20x O+ _

S 1] ¥ | Keék: folytonos jel

S spektruma

2 2

=

£ 3l Fekete: N=100
mintaveétellel el6allo

-100 -50 0 50 100 jel spektrumdanak DC
Frekvencia [Hz] komponense



Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés

* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27-¢-15)
— Mintavételezzik ( y,,, ): /. =1kHz, N =100
— Megfigyelesi ekvivalens spektruma: Y, oc ¥V * H

rect

20x 0~

— 0.5/ Piros: folytonos jel
A spektruma

S 2 Kék: N=100

T 55 mintavétellel el6allo

jel spektruma
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés, Hamming ablak
* Adott folytonos jel:  y(¢)=sin(27-¢-15)
— Mintavételezzik ( ,,, ): f, =1kHz, N =100
— DFT &ltal ,latott” jel: v, [17]= (¥, -hy,, )[mod g, ()]
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés, Hamming ablak
* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27-¢-15)

— Mintavételezzik ( y,,, ): /. =1kHz, N =100
— Megfigyelési ekvivalens spektruma: Y~ oc ¥ * H

Ham
2 : "/ Piros: folytonos jel
Q| | spektruma
8 -2 %
=] Kék: N=100,
E 3| 1 Hamming ablakos,
4| mintavételezett jel
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Koherens mintavételezés

* Adott folytonos jel:  y(7)=sin(27-¢-15)
— Koherensen mintavételezzik ( V,y):f, = 1kHz, N = 200

— DFT altal , latott” jel:V,q0 [n] = Vs [m0d2oo (”)] = Voo [”]
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Spektrum koherens mintavételezés
esetén

* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27-¢-15)
— Mintavételezzik ( y,,, ): f, =1kHz, N =200

N
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— Megfigyelési ekvivalens spektruma: YooY *H
Y)00 (0) = IYOO (7)-1/27H,, (0-7)dr
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Spektrum koherens mintavételezés

esetén

* Adott folytonos jel: y(7)=sin(27-¢-15)
— Koherensen mintavételezzik (1,y,):f. =1kHz, N =200

— Megfigyelési ekvivalens spektruma: Yo <Y, *H
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Koherensen mintavett / ablakozott, nem
koherensen mintavett jelek spektruma
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Z0ld: koherensen mintavételezett jel spektruma, kék: Hamming
ablakos, piros: téglalap ablakos spektrum



2D DFT

! Tobbi transzformacio esetén is hasonld
® Anall'zis Ira’ ny: a tobbdimenzids eset

M-1N-1

Fiv = ZZ;f[man]exp{—Mj-(u-m/M+v-n/N)} _

=0
1

f[m,n]-exp{—27zj-(v-n/N)}jexp{—Zﬂj-(u-m/M)}

* Tulajdonsagok:
— Periodikus: [M,N] szerint

—Valos jel esetén: £, , =F ,  =F,  \,
* Ha M, N paros: FM/2+u,N/2+v = M/2-u,N/2—v

e Spektrum hullamfrontos interpretacioja



2D DFT spektrum

e Spektrum blokkjai:

VA‘B‘
C

D

Displayed

area using
fitshift

Low
Frequency

High
Frequency



* Konj

2D DFT spektrum gépi abrazolasa

ugalt szimmetria valods jelek esetén:
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2D DFT spektrum

« Altaldban a DC komponenst ,csavarjuk”
kdzépre:
— Ampl. modulacio: g[m,n]:f[m,n].(_l)(m”)

High
Frequency

Low
Frequency




2D DFT Szamolasi tulajdonsagok

* 1D DFT komplexitasa:
— Direkt modszer: O(N/2)
— FFT: O(Nxlog(N)), hatékonyan szamithatd, ha N 2
hatvany (radix-2 Cooley-Tukey)

e 2D DFT komplexitasa (NxN-es képre):
— Direkt szamitas: O(N”4)
— Szeparalassal: O(N”3)
— Szeparalas + FFT: O(N"*2xlog(N))
* Half Complex abrazolassal helyben tarolhato!




2D DFT Vizualis értelmezés

* Lényegében egy bazis transzformacio
ortogonalis bazisokra (szinuszos huIIamok)

A
Spektrum amplituddja:




77 o

Képek spektrumanak jellemzéi

* Alacsony frekvenciakon nagy energia:
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Spektrum amplituddja logaritmikus skalan



2D DFT konvolucios tétele:

* DFS-es analégia — cirkularitas:
f®g [n Zf g[mod n—m)]z(f'*g')[n]
f[mOd n)|, mig g'[m]=g| mod, (m)]
* Mit tegyunk, ha /*g-t akarjuk DFT-vel szamolni?

— Terjesszuk ki f és g méretét [N+M] hosszura:
e Ezt id6tartomany / siktartomdanyban is meg kell tenni

* Altaldnos mddszerek: 0-val paddelés, kép széleire
tukrozeés, alul-atereszt6 szliréseknél sulyozas, kiterjesztés
a kép szélsé pixelének intenzitasaval, stb.

— 5x5-0s kernel esetén mar gyorsabb



Konvolucio tétel fontossaga

e Linearis szdrések frekvenciatérben:

f(x,y) i Gaussian scale=3 pixels g(x,y)

@:cirkuléris
konvolucio

transform

t Inverse Fourier

|\F(u,v)| 1G(u,v)|



2D DFT Peélda — periodikus textura

o 7/

ampl. modulacié

Periodikus mintazat <> csucsok a spektrumban:




2D DFT példa — rekonstrukcid
spektrum amplitudobdl és fazisbol




2D DFT példa — spektrum
amplitudojabdl rekonstrualt kép




2D DFT példa — spektrum fazisabol
rekonstrualt kép




Polar koordinatas DFT

e Motivacio:
— Radon transzformacio és annak invertalasa

— Regisztracio: elforgatas és eltolas konnyen
szamolhatova valik

e Szamitasa — folytonos eset:
— F{H,p} = Hf(x,y)-exp(—27zj-p-(x-cos(6’)+y-sin(¢9)))dydx

X0 ey
— Nem szeparabllls Majd a rekonstrukcioknal

— Fourier vetitOsik tétel bizonyitjuk is!

e Spektrum vonal profiljai & Radon transzformacié 1D
Fourier transzformaltjai




Digitalis képek atlagos
energiaspektruma

Natural scenes




Frekvenciatartomany és emberi latas

 Campbell-Robson kontraszt érzékenységi gorbe:

8 R



