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Modell alapu rekonstrukcios eljarasok
(Rontgen alapu képalkotas)

e Cél a pacienst éré sugarterhelés minimalizalasa:
— Viszont kisebb dozis zajosabb projekciokat eredményez

— Limitalt sz6gtartomany problémaja jelent6sen alul-
hatarozotta teszi a z inverz problémat (g=H-f )

* MAP becslés alkalmazasa szukseges:
— EmlékeztetSul { :arginaX{P{f‘g}} ocarginax{(P{g‘f}.P{f})}
__log(P{g‘f}) =@, 1ooa (T ) bUNteti az eltérést

— —log(P{f}) =0, (f) apriori ismeretek alapjan regularizal



Modell alapu rekonstrukcios eljarasok
(Rontgen alapu képalkotas)

* Likelihood tag megvalasztasa:

— PET-nél Poisson modellt alkalmazzuk (,ritka esemény torvény”)
— Rontgen esetén negativ logaritmalast kovetéen Gauss modell

D etinood (f) = 1/2'(g_H'f)T N -(g—H-f)

.« 2 gyakran diagonalis, ekkor Z(l. ) = G(zl.) .
— Lényegében az i-edik vetitGsugar NSR-jének a négyzete
— Megfelel6 megvalasztasa nehéz, aktivan kutatott feladat

» Kvadratikus fliggvény, minimalizacioja analitikus



Modell alapu rekonstrukcios eljarasok
(Rontgen alapu képalkotas)

* Regularizacios tag megvalasztasa:
— Logikusnak tlnik a gradiens energiajat blintetni:
D, (f)=c-f' -S-f, S=D"-D, ahol D a derivalds mtx.-ja
» Belathato, hogy ekvivalens egy regularizacio nélkduli
rekonstrukcio alul-ateresztettjével.

* Tehat ez a regularizacio csokkenti az effektiv felbontast
(mind a rekosntruadlt szeleteken belil, mind azok kozott
a modalitastdl fuggetlendl).

— Inkabb él 6rz6 regularizaciok alkalmazasa javallott pl.
Teljes Variancia minimalizacio, Huber buntet6fliggvény ...



Compressive Sensing

* Nyquist mintavételnek megfelel6 interpolacio:
— Régebben lattuk a kernelét
— De ez csak egy interpolacios lehetbség

 Compressive Sensing alapu megkozelités:
— Nem sziikséges Nyquist tétel szerint mintavételezni

— Két altalanos megvalositasa létezik:

* Megszoritjuk a rekonstrualni kivant jel bazisat (erre lesz
példa a Matrix Inverzids Tomoszintézis)

» Keresiink egy olyan operdtort / dbrazolast ami felett
ritka a rekonstrualni kivant jel (pl. TV minimalizacios)



Compressed Sensing

 Hany minta szukséges egy jel rekonstrukciojahoz?

— Shannon Nyquist tétel — £, >2-bw

* Tul altalanos — nem veszi figyelembe, hogy a tipikus jelek egy
alacsonyabb dimenzids sokasaggal (manifolddal) leirhatéak.

— Ha ismert lenne egy jo prior, akkor kevesebb is elég lenne
* Pl. P{f} =5{f—f*} (na j6, ehhez mar mérni sem kell ©)
* Keressunk olyan abrazolast, ahol ritka a jellnk:

— £=) w.x, ahol {w,,..,y,} egy ortonormalt bazis, e felett
ritka az dbrazolds, azaz |x|~0 sok i-re

— y, =f"-¢@,- mérések



Compressed Sensing

m db ® szerinti mérésbodl visszaallithato f, ha:
m2C- 1’ (®,¥)-S-log(n)
—u (@,%) =\/ZII;§X{‘(ka\|Ij‘} : a ritka abrazolashoz tartozé bazis,
illetve az érzékelési bazis koherencidja (max. korrelacio)
— m : input mérések szama
— n: visszaallitandd jel (f) dimenzidja
—s:nemO0 v, -f-ek szdma (mért jel ritkasdga)
— C: pozitiv konstans
Visszaallitas: min. x|,
st. y=0® -¥-x



Példa — 1d jelek leirasa

e Célfuggvénynek fontos szerepe van a torténetben:

— L2 normaval pl. szinte alkalmazhatatlan
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Példa — képek tomoritése

* JPEG 2000-es Wavelet alapu koordinatazas:

— Egyltthatok 2,5%-at megtartva szinte minimalis
rekonstrukcids hiba

Y b Wavelet
| x 10* Coefficients




Compressed Sensing

e Keresslink az érzékelési bazistdl eltéré (inhomogén),
ritka bazist:

— Képek altalaban homogén konstans intenzitasu teruletek
sokasagaira bonthatdak (kivéve a textura, stb. részeket)

— Wavelet trafok is ilyen bazisnak tekinthet6ek
e Kevésbé ritkdk, mint a TV bazis

e TV-L1/ LO dekonvolucio:
min. [+, = x| min. [+, =31}

st.  y=@® -I.x s.t. y=0®"-1-x

— x: rekonstrualt kép gradiens vektormezégje
— I: gradiens vektormez6b6l az eredeti kép integrald matrixa



Teljes variancia minimalizacio

* Rekonstrukcio, mint optimalizalasi feladat:
% . 2

r* = argmin{ g Bt +2 01|

— D diszkrét differencia / wavelet transzformacidk matrxia

— Lényegi valtozas, hogy a regularizacio L2 norma szerinti
* Alternating Direction Methode: z=D-f valtozéval

A 2 2
(D(f,Z) = Hg_H'sz +ﬂ"HZH1 +'B'HZ_D'fH2

— Alternalva minimalizaljuk f-et és z-t iteracionkeént:
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Teljes variancia minimalizacio
— Az iteraciok els6 lépése kicsit atalakitva:

[gT \/B-Z(”)TT—[HT VBt

* Formalisan visszajutottunk az alapproblémahoz, csak
most mar biztosan tul-hatarozott (additiv ART probléma)

2
min.
f
2

* Minimalizalasa er6forrasigény miatt sokszor SART-vel

— |teraciok masodik lépésének optimum{a egy lépésben,
(n+1)

analitikusan meghatarozhato: argmin l-HzH1+,6’-HZ—D-f

2
)
e Az ugynevezett lagy kiszob operator hasznalataval

* A minimalizalas voxelenként torténik



Teljes variancia minimalizacio

* Jobb SNR az ML-EM és az FBP-hez képest:

— FBP-nél kevésbé zajos, de hasonld kontrasztu kép
— ML-EM-nél jelent8sen jobb kontraszt

BP ML-EM TV-ART



Huber buntetofliggveny

 Huber blntetéfliggveénnyel regularizalunk:

L2, <e
CDPYiOY (f) =a- LHubef’ {D f} LHuber (X) =1

2
\g-quz 5/2 X||, >¢&

Pet fantom MAP L2 prior MAP Huber prior



Kvadratikus és abszolutérték
hiba/blntet6figgvény

e Két hibafuggvény jelentdsen eltérd eloszlast
kényszerit ki:
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Kvadratikus bilintet6fliiggvény



Elet a konvex optimalizacidn tul

e CT-s szimulacio, 10 projekcidobol (AOG=18°):

Konvex: L2-TV Valéban ritkasagi priorral



Linearis tomoszintézis

e Specialis CBCT valtozatnak tekintheto:

— Detektor és a sugarforras egymassal és a flat-panel
detektor oszlopaival parhuzamosan mozog.

— Projekciok limitalt szogtartomanybdl (+10°-40°)
* |ranyfiggd felbontas / képmindség:

— Detektorral parhuzamos szeletek
felbontasa megegyezik a detektor
felbontasaval

— Detektorra mer6leges iranyban
nagyon rossz felbontas : limitalt
szogtartomany ara ...

< Detector




1.

2.

Shift And Add
(Linearis tomoszintézis esetén)

A térfogat O vastagsagu szeleteinek vetlletei a
felvételi geometria és a szelet magassaganak
fluggvényében eltoldédnak.

SAA rekonstrukcioja egy adott szeletnek:

Projekciok eltolasa ugy, hogy a rekonstrualni kivant sik
vetulete minden projekcion azonos legyen

Eltolt projekciok 6sszegzése

Mind az 6sszegzés, mind az eltolas LTI mdvelet:

— Soros kaszkadjuk, tehat a rekonstrukcié egy MIMO LTI
rendszer (bemenetek a projekciok, kimenetek a szeletek)

— Létezik PSF/MTF-je, mellyel analitikusan minGsithet6



Shift And Add
(Linearis tomoszintézis esetén)

e SAA szeleteken fokuszba kertiilnek a
rekonstrualni kivant sik képleteinek vetuletei

— De jelent8s atmosodas marad a térfogat tobbi sikjarol
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A ., Piros ellipszis: szelten bellli képlet vetilete
ALl OB A~ Kk ellipszis: szeleten kiviili képletek bemosddasa

Image receptor 3 Image receptor 2 Image receptor 1



Matrix Inverzios Tomoszintézis

* Alapotletet ugyanaz a megfigyelés adja, mint ami
az SAA algoritmusét:

0 ) 2 (n)

8y = Heay * oy HAG) F gy +o )
Q) ) 2 (n)

8oy =10 * oy TGy ¥l ot ¥ )
(m) () 2 (n)

8.y =100 *¥ Ly T10H) * iy Tt * 80

g({'? j-edik projekcio i-edik oszlopanak intenzitasaibdl képzett
") vektor



Matrix Inverzios Tomoszintézis

* Alapotletet ugyanaz a megfigyelés adja, mint ami
az SAA algoritmusét:

0 ) 2 (n)
8oy =10 * Gyt ¥ty Tt ¥
Q) ) 2 (n)
8oy =10 * oy TGy ¥l ot ¥ )
(m) () 2 (n)
8.y =10 *¥ Ly T1CH) * iy Tt * 80

f(j) j-edik modellezett és rekonstrudalni kivant O vastagsagu szelet
(+4) projekcidjanak i-edik oszlopanak intenzitasaibol képzett vektor



Matrix Inverzios Tomoszintézis

* Alapotletet ugyanaz a megfigyelés adja, mint ami
az SAA algoritmusét:

0) ) o) (n)
8oy =10 * Gty ¥ty Tt ¥
Q) ) 2 (n)
8oy =10 * oy TGy ¥l ot ¥ )
(m) () 2 (n)
8oy =100 *¥ Ly T10H) * iy Tt * 80

i-edik rekonstrualando szelet vetlletének j-edik projekciobeli
impulzusvalaszat leird vektor, mivel csak eltolast modellez,
ezért egy dirac-delta diszkretizaltja.

()



Matrix Inverzios Tomoszintézis

* JelentOsen egyszer(isodik a feladat, ha a vektor
egyenletrendszert frekvenciatérben vizsgaljuk:

g (@) =T(0) 1, (o) =) f(j)(a)):T(a))T.g(j)(a))
- g<f>(“’):[FTw{g€,)f>} FT,\g0)} - FTw{gET})HT
- fm(”):[F T FLC) - {f((:f%}T
= T(0)={#T, [t
e Osszegezve a MITS alapdtlete, hogy linearis tomo esetén

a frekvenciatérbeli feliras jelent6sen kompaktabb az
inverz probléma képtérbeli felirasanal.



Matrix Inverzios Tomoszintézis
gvakorlati megvalositasa

* Diszkretizalas és a DFT okozta problémak:

— Mintavételezés: t(l. j)mintavételezése az egeész rendszer
viselkedését jelent6sen befolyasolja:

* Energidja nem valtozhat(na) a mintavételezés hatasara,
de ez elkerulhetetlen...

 Hogyan mintavételezzink?
Legjobb, ha u.u., ahogyan a detektor is teszi

— DFT altal okozott spektrumszivargas is jelent6s probléma:
» Klasszikus megoldas, az ablakozas nativan nem adekvat.



Matrix Inverzios Tomoszintézis
spektrumszivargas

* Felvételi elrendezés miatt oszloponként torténik az
inverz szireés, elegendd a fluggdleges cirkularitas:

— A projekciok extrapolacidja nem uszhaté meg, ellenkez6
esetben a , csavarodas artefekt torténik”.

— Extrapolacio sziikséges mértéke ton tartoinak a maximuma,
ezzel elérhetd, hogy csak extrapolalt terilet csavarodhat be.
* Probléma projekciok extrapolalasaval kezelheté:

— Extrapolacio olyan képterulettel terjeszti ki a projekciokat,
mely a ,legsimabb” atmenetet és cirkularis projekciot general.



Matrix Inverzios Tomoszintézis
spektrumszivargas

Extrapolacié nélkul Extrapolacio alkalmazésaval



Matrix Inverzios Tomoszintézis
Dekonvolucié numerikus problémai

* T(w)'zajérzékenysége jelent8s problémaforras

— Kondiciés szam cond (T(®)) = G,y /Oy SZArmaztatasa:
o I it O |
cond (T) = max i 2/ L= i Z/e‘z $
eb e, /[b|, ‘T -bz/b‘2

* LegyenT =U-X-V*SVD felbontds, ekkor T = V-X'. U
 Mivel U és V oszlopvektorai ortonormalt bazisok, ezért

max {[T" ¢, /Je, | = /o, & min [T -b], /|b] | =/,

» Zajcsokkentd regularizacié célja cond (T) minimalizaldsa



Matrix Inverzios Tomoszintézis
Dekonvolucio zajérzékenysége

* T(o) elGallitasa csonkolt SVD-vel:
/o, |o,>¢
0

— Kisértetiesen hasonlit a csonkolt dekonvoluciora:

— r[‘T :‘]‘ZT 'U*; ahol ZT(Z.,Z.) :{

O, &

* Joggal, a kilonbség annyi, hogy ott a DFT matrixaval
diagonalizalunk, mig SVD esetén a bal, illetve jobboldali
sajatvektor mtx.-okkal ,, diagonalizalunk”

« T(w)regularizalt Moore- Penrose pszeudoinverze

a Wiener dekonvolucioé altalanositottja



Matrix Inverzios Tomoszintézis
Kondicio linearis tomoszintézis esetén
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Korlatolt szogtartomany miatt alacsony frekvencia esetén a projekcidokon
kisebb a valtozas, aminek kdvetkezménye a nagyobb zajérzékenység.




Matrix inverzidos tomoszintézis
Csonkolt SVD hatasa

JOl [athatd, hogy a magasfrekvencias tartomany zaja dominal a direkt
dekonvolucidnal, mig a Csonkolt SVD jelent6sen javit a helyzeten.



Limitalt szégtartomany (+40°, 50
projekcio) - MAP becsles

Analitikus - MITS Ritkasagi regularizacid



