Fourier térbeli analizis

Orvosi képdiagnosztika
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Eloadas témai

* Fourier transzformaciok és kapcsolataik:
— FS, FT, DTFT, DFT, DFS
— Mintavételezés, interpolacio



Folytonos Fourier Transzformacio




Folytonos Fourier Transzformacio

 Linearis transzformacio a véges energiaju,
folytonos figgvenyek tere felett:

— F(a))zFT{f}— j f (x)exp{—j-x-w}dx

1 o0
— f(x)=FT{F}=— d
(x) ﬂ'[o w)exp!j-x-ojdw

* Legfontosabb tulajdonsagai:
— Konvoltcio tétel: (f+g)=FT*{(F-G)(o)}

1
— Forditott konvolucié: ((f-9)(x )) 2—FT‘1{F «G}|

— Parseval tétel: E = _[ f*(x)d HF



Folytonos Fourier Transzformacio

— Val6s jel spektruma: F(-o)=F (o)
— Paros, valos jel spektruma:
F(-o)=Re{F (-0)j=Re{F (o)} = F (o)
— Paratlan, valds jel spektruma:
F(-0)=Im{F(-0)}-j=Im{F(){-(-]) = F (o)
— Periodikus jel spektruma diszkrét:
F(w)=0,ha w=k-(27-f)
— Ekvivalens egy unitér transzformacioval:

* Ez pl. maga utan vonja a bijektivitast

keZ



Folytonos Fourier Sorfejtés

* Linearis transzformacio a periodikus folytonos
fuggvenYek tere felett:

—c, == | f(x)-exp(—j-x-2zn/T)dx; neZ

— f(x)= Z C,-exp{j-x-2zn/T}

. Kapcsolz;_t_wa folytonos FT-val:
— Mintavételezi a spektrumot: ¢, «c F(27-n/T)
— Periodikus jel & diszkrét spektrum

— Egyéb tulajdonsagokat orokli a folytonos FT-t6l



Folytonos Fourier Sorfejtés — 1D
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Diszkrét idejd Fourier Transzformacio
(DTFT)

* Adott egy mintavételezéssel el6allt véegtelen
hosszu, abszolut 8sszegezhetd jel: f[n]

* Definicio: )
- x< )= 3 x[n]exp{-j-o-n}
]/27z j w)exp{j-w-nldo
. Alapveto tulajdonsagok:
— neZ,de weR

— X(0+2-k-7)|,.; = X(0)
— Egyéb tulajdonsagait 6rokli a folytonos FT-t4l




Matematikai mintaveételezés
Folytonos FT és DTFT kapcsolata

e Végtelen impulzus fésu:

— Matematikai mintavételezés: folytonos jel elemenkénti
szorzata az impulzus fés(vel.

— |d6tartomanybeli szorzas < Spektrumok konvolucidja
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Impulzusfésil az id6tartomanyban frekvenciatartomanyban



Mintavett jel spektruma

* Formalisan a mintavett jel spektruma:
27 = 2w\ 27 27T
Xs(a)):ﬂx(a))*kz()o&(a)—k-ﬂjzﬂzklx(w—k-ﬂj
— AX: mintavételezések tavolsaga
— X (w): folytonos idejl jel spektruma
— X, (@): mintavételezett jel spektruma
* Nyquist mintavételi torvény:
— bw{x} <(1/2)- f,; f, = (1/Ax)

— Ha nem tartjuk be alul mintavételezés: K- X, (@) # X (o)



Helyesen mintavételezés

interpretacioja
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Alul mintavételezés interpretacidja
spektrum atlapolodasa
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Spektrum atlapolddasa
moire / aliasing

Spektrum atlapolddasa altal generalt jeltorzulas




Spektrum atlapolddasa - aliasing
e Aliasing : X ocZX(a) K- —j;tX( )
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* Anti-aliasing filter — mintavételezés el6tti alul-
atereszto szlres:

— PI. Bayer szlrds fenyképezbgepekneél optikai szlrd
— Radiologiaban az elkent PSF-ek miatt elhagyhato



Mintavett jel rekonstrukcioja

e Rekonstrukcio (interpolacio):

— Cél: a mintavételezett jel értékének elballitasa két
mintavéetelezési pont kozott

— Ha sérult a mintavételezési torvény, akkor lehetetlen
— LTl rendszerrel: X, = X *h,
— Idealis interpolacios kernel:

< Hy(o)-|

* hg ocsinc(aw, - x)

K |0 so<o

0 |egyébként o =271 /2



Interpolacio hibai

* Megfigyelt tartomany széle:
— Sulyfuggvény , kilég” a megfigyelt tartomanybal
He (@) =0 |o]| > 271, /2 esete:

— Lényegesen jelent8sebb hibaforras

— Mintavett jel rekonstrukcic')ja:
+ Xp(®)=H; (o ocZH (a) ki—@
« Xp(0)# X (o ha|a)|>27zf/2

— Példa ra a Nearest Neighbour interpolacio (ZOH)



Interpolacidk 6sszehasonlitasa

e Atviteli/sulyfiiggvényik analizisével:

Nearest Neighbour Linearis K6bos Spline K6bds B-Spline
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(Hibas) interpolacio vizualizacidja




Integrald mintavételezés

* ErzékelSk integraljak a fotonokat:
— ErzékelGelemek homogén sulyfliiggvénye: p(x)
— Adekvat az alabbi modell:
1. Megsz(rjuk a folytonos jelet az érzékel6k

sulyfiggvényével
2. Elvégezzik a matematikai mintavételezést

X, (0) (X (0)-P(0)) 4| 3 0{ 022

j=—o0

— Ha az érzékelb6elemek sulyfliggvénye nem
homogén, akkor nem modellezhet6 LTI rendszerrel



Integrald mintavételezes - példa

* |dealis, integraléo mintavételezés esete:

Cp= ¥ <A
0 |x{>A /2 = /\

—P(®) =sinc(Ax-w/2)
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Diszkrét Fourier Transzformacio (DFT)

. DiszkreNt_ilzéItjeIet N pontban ismNglrjUk:
— X, _Zx[n] exp{ j-n-(k-27/N)} =D x[n]-exp{-j-n-k-Aw)
]/N ZX -exp{j-2rkn/N} _

. Kapcsolat a DTFT vel:
_ X[n] :{Y[n] n 6[0,1,..., N —1]

megfigyelési ekvivalens
0 egyebkent S1EY

— DFT mintavételezi a megfigyelési ekvivalens DTFT
spektrumat: Y, = X (k-Aw)

o C"feletti ortogonalis transzformacié, mi a matrixa?



DFT pontszama

 Megfigyelési ekvivalens DTFT spektrumat
tetszOleges felbontassal mintavételezhetjuk:

— Ha M minta érdekel, akkor M-N db 0-val paddeltink
— A fizikai (folytonos) jel spektrumardl ezaltal nem

tudunk meg tébbet!
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DFT és a DFS kapcsolata

A DFT altal meghatarozott spektrum diszkrét:

N-1
x:n]:iZXk -exp{j-2zkn/N} =

:—ZX -exp{ j-(27kn/N +27k)} = x[n+ N]
— Lenyegeben Diszkrét Fourier Sorfejtés (DFS)
 DFT kapcsolata a Diszkrét Fourier Sorfejtéssel:
— DFT id6tartomanyban véges idejl diszkrét jelet var
— DFS periodikus, végtelen idejd diszkrét jelet var
— Ezt leszamitva identikusak.



DFT és FFS kapcsolata

* Vizsgaljuk a mintavételezett jelet folytonos
id6ben:

_ X () =x(t): 3 S(t-n-At) s x, (t+N-At)=x, (1)

N=-—o0

1 NAJEO () { 27T
— C X, exps—J-t-k- }dt:
“TNGA, S, N-A

N-1 . N —
L X| exp{ kZE}oc x[n]-exp{—j-n-k-27/N}

tnO N n=0

= o~

. I\/Imtavetelezes hatasai:
— DFT felbontdsa: Af =, /N=1/(N-A,) o, =27-k-Af
— Aliasing (mar volt)



* Vizsgaljuk a mintavé

DFT és FFS kapcsolata

idOben:

= X(t)- i S(t-n-At)gs x (t+N -At)\zﬂﬁ_

— X (t)

FFS

~

1

T N-A,
1

. I\/Iintavetelezes hatasai:

X

n=

0

1

A megfigyelt jelrészlet egy periddusa
egy folytonos periodikus jelnek.

N=-—o0

NAx—-0 272_
1-t-k- dt =
jx()exp{J N-A}

0-0 X
. N_l -
x[n exp{ k 2ﬂ}och[n -exp{—j-n-k-2z/N}
N ANn=0 ]
DFT

— DFT felbontdsa: Af = f /N =1/(N-Ax) o, =27z-k-Af
— Aliasing (mar volt)



Spektrumszivargas - ablakozas

 DFT kapcsolata a DTFT-vel és a DFS-el:

— Impliciten cirkularis jelet feltételez (DFS)

— Tegyuk fel, hogy az eredeti jeliink (végtelen
terjedelmd) véges részét tudtuk mintavételezni:
h[n]=rect; [n], y[n]=1y,[n]-h|n]
* Idedlis esetben: Y, =Y, (k-Aw)
* Avaléségban: Y, =1/2z-(Y, *H)(k Aw)
* Cél lenne a DTFT spektrumot szivargas néelkdl
mintavételezni: Y, =Y, (k-Aw)



Spektrumszivargas - ablakozas

 DFT kapcsolata a DTFT-vel és a DFS-el:

— Impliciten cirkularis jelet feltételez (DFS)

s Sl ‘ , hOg Végtelen kiterjedésl mintavételezett
k=1 e ] ) ve jel (megfigyelési ekvivalens) i
h[n] :\'/ECtT [n], y[n]=y.[n]-h[n]

e |dedlis esetben: Y

w0 =Y. (k-Aw)

* Avaléségban: Y, =1/2z-(Y, *H)(k Aw)

e Céllenne a DTFT spektrumot szivargas nelkul
mintavételezni: Y, =Y, (k-Aw)



Spektrumszivargas - ablakozas

— Tehat a megfigyelt jel DFT spektruma:
Y. =Y2z-(Y*+H)(k-Aw)

— h[n] az ugynevezett ablak fliggvény
* Ha expliciten nem ablakozunk, akkor: h[n]=rect; [n]

50 L C C @
Pl.. T =50 /\\

40 - !’
Kék gorbe: rect ablak DTFT | ‘0‘
spektrum amplituddja 30 - f L
Piros pontsor: rect ablak DFT 20 n
spektrum amplituddja

10

Mikor nincs spektrumszivargas?



Spektrumszivargas - ablakozas

* DFT el6tti ablakozas:
— Képtérben az altalunk definiadlt h[n]-el szorzunk

— Ablakfuggvények tulajdonsagai:

Rectangular window Fourier transform

“Leakage” from a sinusoid (rectangular window)
T T
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Koherens mintaveéetelezés

* Periodikus jelb6l egész szamu periodusnyit
mintavetelezink ( Yy) : N/f. =k/f, ke Z,
~ T periodikus jellink frekvenciaja, N: mintak szama

— N pontos négyzetes ablak DTFT spektruma:
* H, =sin(o/Av)/(o/Aw)
.« Hi (k'Aw) = 5k,o ha kKeZ
+ Y (0)=0ha 0 #K-Aw|,_,

— Tehat a DFT altal mintavételezett frekvenciakon
nem torzul az ablakozas miatt a DTFT spektruma

— Kilénben Spektrumszivargas.



Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés

» Adott folytonos jel: Y(t)=sin(2z-t-15)
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés
* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27z-t-15)

— Mintavételezzik (Y, [-]): f, =1kHz, N =00
— Mivel a mintavételi torvényt nem sértjuk meg:
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés

* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27z-t-15)
— Mintavételezziik ( Y,o, ): f, =1kHz, N =100
— Megfigyelési ekvivalens: (y, -rect,, )|]
— Implicit ablak DTFT spektrumanak részlete:
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés

* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27z-t-15)
— Mintavételezzlk ( Y,y ): T —1kHz N =100

— DFT &ltal ,l4tott” jel: Yy [N] = (Y., - Ngee ) [ MOd,00 () ]
1 , _ .
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés
* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27z-t-15)

— Mintavételezzik ( Y,y ): f, =1kHz, N =100
— Megfigyelési ekvivalens spektruma: Y, , ocY_ *H

100 rect
Y100 JY ]/ZﬂHrect(O_T)dT Piros: ablak normalt
: . spektruma
'2_O|x() / . -
0 HoR . .
% 1- AN A MAA A - ) - Kek: folytonos jel
AV AYATA IR I A R TRYAVAYAwS
SL00N VT UL LUy spekerume
5
I I |- Ll I
Sl LIt . Fekete: N=100
L

HEREREERIE mintavétellel elalld
-100 -50 0 50 100 jel spektrumanak DC
Frekvencia [Hz] komponense




Spektrumszivargas — nem koherens

mintaveéetelezés

* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27z-t-15)
— Mintavételezzik ( Y,y ): f, =1kHz, N =100

— Megfigyelési ekvivalens spektruma:
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés, Hamming ablak

* Adott folytonos jel:  y(t)=sin(27z-t-15)
— Mintavételezzik ( Yo, ): f, =1kHz, N =100
— DFT &ltal , ltott” jel: Yyo0 [N]=(Y, -Nipam )[MOd, 5 (M) ]
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Spektrumszivargas — nem koherens
mintavételezés, Hamming ablak
* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27z-t-15)

— Mintavételezzik ( Y,y ): f, =1kHz, N =100
— Megfigyeleési ekvivalens spektruma: Y, , oc Y *H

Ham
20~ ] Piros: folytonos jel
o L | spektruma
§ 2 -
=} Kék: N=100,
= -3 T Hamming ablakos,
n L mintavételezett jel
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Frekvencia [HZz]



Koherens mintaveéetelezés

* Adott folytonos jel:  y(t)=sin(27-t-15)
— Koherensen mintavételezzuk (Ya0o):f, =1kHz, N = 200

— DFT altal ,, latott” jel: y200 =Y. [mOdzoo )} =Y. [n]
1 '. L L
0.5 i i
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I
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Spektrum koherens mintavételezés
esetén

* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27z-t-15)
— Mintavételezziik ( Y,q, ): f, =1kHz, N =200
— Megfigyelési ekvivalens spektruma: Y, ocY_ *H__

Y00 (O) — _[Yw (T) .]7/272- H.. (() _ Z')dZ' Piros: ablak normalt

spektruma

20><O4 pany . , .
) A Kek: folytonos jel
S, Al Y A

/ \ Ila \ spektruma
= 20N T T
= |
- Fekete: N=200
S nl IR 11 IR EIRIREn mintavétellel elGalld

.50 - 0 50 jel spektrumanak DC
Frekvencia [HZz] komponense (log(0))



Spektrum koherens mintavételezés

esetén

* Adott folytonos jel: y(t)=sin(27z-t-15)
— Koherensen mintavételezziik (Y,qo):f, =1kHz, N =200

— Megfigyelesi ekvivalens spektruma: 'Y,  ocY *H
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Koherensen mintavett / ablakozott, nem
koherensen mintavett jelek spektruma
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2D DFT

! Tobbi transzformacid esetén is hasonld
° Anall'zis Ira’ ny: a tobbdimenzids eset

F,, = MZ_:le f[m,n]exp{-27j-(u-m/M+v-n/N)} =

_ ,:Z:l(Nl f [m’n].exp{_zﬂj \Z n/N)}jexp{—Zﬂj (u-m/M )}

=0\ n=0

5

* Tulajdonsagok:
— Periodikus: [M,N] szerint

—Valds jelesetén: F,, =F_, _, =F,_, .
 Ha M, N paros: F

M/2+u,N/2+v = |:M/Z—u,N/Z—v
e Spektrum hullamfrontos interpretacioja



2D DFT spektrum

* Spektrum blokkjai:

N Displayed

area using
fitshift

Low
Frequency

High
Frequency



* Konj

2D DFT spektrum gépi abrazolasa

ugalt szimmetria valos jelek esetén:
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2D DFT spektrum

» Altaldban a DC komponenst ,,csavarjuk”
kbzépre:
— Ampl. modulacié: g[m,n] = f[m,n].(_l)(””“)

High
Frequency

Low
Frequency




2D DFT Szamolasi tulajdonsagok

1D DFT komplexitasa:
— Direkt moédszer: O(N/2)
— FFT: O(Nxlog(N)), hatékonyan szamithatd, ha N 2
hatvany (radix-2 Cooley-Tukey)

e 2D DFT komplexitasa (NxN-es képre):
— Direkt szamitas: O(N/4)
— Szeparalassal: O(N”3)
— Szeparalas + FFT: O(N”*2xlog(N))
* Half Complex abrazolassal helyben tarolhatd!




2D DFT Vizualis ertelmezes

* Lényegeében egy bazis transzformacio
ortogonalis bazisokra (szinuszos huIIamok)

Spektrum amplitudéja:
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Képek spektrumanak jellemzai

* Alacsony frekvenciakon nagy energia:

100 200 300 400 500

Spektrum amplituddja logaritmikus skalan



2D DFT konvolucios tétele:

* DFS-es analégia — cirkularitas:
— (f®g)[n]= Z f[m]-g| mod, (n—m)|=(f"*g")[n]
[n] = f [mod,,(n)], mig '[m] = g[mod, (m)]
* Mit tegyunk, ha f *9-t akarjuk DFT-vel szamolni?

— Terjesszuk ki f és g méretét [N+M] hosszura:
» Ezt id6tartomany / siktartomanyban is meg kell tenni

* Altaldnos mddszerek: 0-val paddelés, kép széleire
tukrozés, alul-atereszt6 szlréseknél sulyozas, kiterjesztés
a kép szélsé pixelének intenzitasaval, stb.

— 5x5-0s kernel esetén mar gyorsabb



Konvolucio tétel fontossaga

e Linearis szlirések frekvenciatérben:

f(x,y) ) Gaussian scale=3 pixels 2(x,)
a .

@:cirkuléris
konvolucio

transform

t Inverse Fourier

|G(u,v)|



2D DFT Peélda — periodikus textura

(4

ampl. modulacié

Periodikus mintdzat < csticsok a spektrumban:




2D DFT példa — rekonstrukcié
spektrum amplitudébdl és fazisbol




2D DFT példa — spektrum
amplitudojabadl rekonstrualt kep




2D DFT példa — spektrum fazisabol
rekonstrualt kép




Polar koordinatas DFT

* Motivacio:
— Radon transzformacio és annak invertalasa

— Regisztracio: elforgatas és eltolas konnyen
szamolhatova valik

e Szamitasa — folytonos eset:
— F{0.p} = [ f(x.y)-exp(-27]- p-(x-cos(0)+ysin(6)))dydx

XY e
— Nem Szeparablhs Majd a rekonstrukcioknal

— Fourier vetitosik tétel bizonyitjuk is!

e Spektrum vonal profiljai < Radon transzformacio 1D
Fourier transzformaltjai




Digitalis képek atlagos
energiaspektruma

Natural scenes




Frekvenciatartomany és emberi latas

 Campbell-Robson kontraszt érzékenységi gorbe:

3 A
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Sz(ir6k id6 és frekvencia tartomanyban

Lowpass  Highpass  Bandpass

Ampl. - =" TN
spektrum {

Id6beli jel . \l/\\/ /\VJ A

0 0 0

(a) (b) (¢)



|dealis szUlrok

 Amplitudo éles vagasanal Gibbs jelenség:




Gibbs gy(lru effektus

* Gibbs jelenség elkertlhetd ,sima” atmenetd
szlrdokkel:

— Butterworth sz(ir6: adott savkorlat mellett a
legsimabb ampl. spektrumu linearis sz(lr6

— Gauss szUuro: alkalmazasaval nincs Gibbs artefekt

Reconstruction of the periodic square wavefarm with 1, 3,5, 7, 9 sinusoids




Gibbs gy(lru effektus




