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A DISSZERTACIO TEMAJA, ALAPKERDESEK

A szimmetria Kkitlintetett szerepet jatszik az emberi kultira ¢s
megismerés minden teriiletén. Az ember Osidok Ota a szimmetria
szamos megjelenési formdjat figyelte meg az 6t Kkoriilvevd
természetben a hopihek formajatdl kezdve egy virag felépitéséig, €s
a szimmetridra régtél fogva, mint a harmoénia, tokéletesség
szimbolumara tekintenek. Az oOkori gordg miivészetben csakugy,
mint a tudomanyos  vilagképikben, a  szimmetria {6
szervezdelemként jelentkezik. Szamos példa mutatja ugyanakkor,
hogy tokéletlen szimmetriaju (vagyis a szimmetrikustél csak
kismértékben kiilonb6z6) kompoziciokkal is kisérleteztek, példaul a
szobraszatban vagy a templomépitészetben. A késébbi miivészeti
stilusok, azon belill is talan legjobban az épitészeti stilusok, eldnyben
részesitettetk a  tokéletes, illetve  tokéletlen  szimmetridja
kompozicidkat. A modern stilus volt az elsd, amely elvetette a
szimmetria Kkitlintetett voltat, so6t tudatosan keriilte azt. A
miivészetekhez hasonloan kozponti szerepet kapott a szimmetria a
tudomanyok  fejlédésében, elég, ha a  kvantumfizika
csoportreprezentaciokon alapuld elméletére gondolunk.

A mérnoki szerkezetek kozott is gyakoriak a szimmetrikus formak,
de az ¢épitészettel ellentétben rtokéletlen szimmetriat csak elvétve
latunk ezek kozott. A mérnoki alkotasok tervezésekor altalaban
célszertiségi szempontok az elsOdlegesek, ezért a fenti megfigyelés
azt az intuiciot sugallja, hogy egy tokéletlen szimmetridju szerkezet
nem lehet optimalis, s6t, rosszabb, mint a tokéletesen szimmetrikus
forma. A disszertacid egyik fele ennek az okat kutatja. Bemutat egy
egyszerli optimalizalasi feladattipust ahol ez az intuicié helyesnek
bizonyul. Ezen tilmenden két kérdést vizsgal: meg Ilehet-e a
szimmetridt mégis zavarni 0gy, hogy az a szerkezeten javitson,
illetve egy tokéletlen szimmetriaji szerkezetalak lehet-e optimalis.

Az €16 természetben az evoluciora gyakran ugy tekintenek, mint egy
Onszabalyoz6  optimalizélasi  folyamatra, amely soran a



legéletképesebb életformak kifejlddnek ¢€s kiszoritjdk a kevésbé
tokéleteseket. Ilyen értelemben az evolucid analognak tiinik a
mérndki optimalizéldssal. Az evolicid soran az ¢€l6lények
testfelépitésének szimmetridja is valtozik (pl. a gerincesek altaldban
kétoldali, mig a csalanozok sugaras szimmetriaval rendelkeznek). A
szimmetria altalanos az allatvilagban, de gyakran tokéletlen. A
véletlenszerien  kialakul6  hibdkon  kiviil szamos  ¢€l6lény
szimmetriajadban genetikusan 0Oroklott tokéletlenségek talalhatok,
ilyen példaul az emberi jobb/balkezesség €s a hozzéa kapcsolodo agyi
aszimmetria, amely egyértelmlien eldnydsebb, mint a tokéletesen
szimmetrikus felépités. A dolgozat masodik része az aszimmetridk
kialakuldsanak lehetOségeit vizsgalja az Adaptiv Dinamika
eszkoztaranak felhasznaldsaval: f0 célja annak felderitése, milyen
tipusai vannak az aszimmetria megjelenésének €s ezekhez milyen
evolucios mintazatok kapcsolodnak.

A dolgozat tehat két jelentdsen eltérd tudomanyteriileten vizsgalja a
szimmetria €s optimum viszonyat. A mérnoki részben a tokéletlen
szimmetriaju szerkezetek hianya motivalta a kutatast, mig az
evolucids fejezet alapfelismerése a tokéletlen szimmetria gyakori
volta az ¢lovilagban. Mindkeét teriilet szorosan kapcsolddik az
optimalizalas témakoréhez, bar, mint bemutattam, az evolucid
szamos aspektusa nem érthetd meg, ha pusztdn optimalizalési
feladatnak tekintjiik. Valojaban a két téma matematikai szempontbo6l
a sima fliggvénycsaladok (potencialok) szinguldris pontjaival
foglalkoz6o elemi katasztrofaclmélet kozismert eredményeinek két
eltér6  jellegli  Aaltalanositdsa ¢és  alkalmazasa. Mig a
szerkezetoptimalizalasi részben a potencidl nem sima volta jelenti a
tobbletet, az evolucios rész az ,altalanositott potencialként” is
felfoghato fitnesszfiiggvények szingularis pontjait vizsgalja. Mindkeét
esetben olyan eredményeket lathatunk, amelyek az elemi
katasztrofaelméleti ismeretek alapjdn szokatlanok: a tartdszerkezeti
részben olyan bifurkaciok jelentkeznek, ahol a szimmetrikus
megoldas optimalitasa a bifurkacids pontban nem valtozott, mig az
evolucids kutatds azt mutatja, hogy szimmetrikus ¢€l6lények kozott
egy Uj, aszimmetrikus forma el tud terjedni anélkiil, hogy
kipusztitana a szimmetrikus format.



A két témakorhoz kapcsolodd vizsgélatokat részletesebben a
kovetkezd két pontban foglalom 6ssze.

SZERKEZETOPTIMALIZALAS

Szerkezetoptimalizalasi feladatokban gyakori, hogy egyes szerkezeti
elemek josaga kiilon-kiilon van definidlva, és a legkedvezdtlenebb
elem hatarozza meg a teljes szerkezet josagat, azaz potencidljat. A
fejezet gondolatmenete abbol a felismerésbdl indul ki, hogy a fenti
feladattipusnal egy tengelyes vagy egyéb szimmetridju szerkezet
szimmetriajat megzavarva a tokéletes szerkezet altalaban lokalis,
“robusztus” optimum, azaz ilyen feladatokban a szimmetria kis
mértékll megzavarasa ront a szerkezeten, mégpedig a romlas mértéke
a zavarassal linedrisan nd, ellentétben egy sima optimummal, ahol a
mindségcsokkenés csak a zavards négyzetével lenne aranyos. A
lokalis optimum természetesen nem zarja ki mas, erdsen
aszimmetrikus lokalis optimumok Iétét. Ez a tény egyrészt
hozzéjarulhat annak az alapvetd felismerésnek a magyardzatahoz,
hogy miért olyan ritka a tokéletlen szimmetria mérndki szerkezetek
geometridjaban, masrészt egyenesen kovetkezik beldle a kérdés,
hogyan lehetne mégis javitani egy szimmetrikus szerkezeten, a
szimmetria kismértékii zavarasaval.

Ha egy helyett tobb szimmetriasértd valtozot vezetiink be, akkor a
szimmetrikus konfigurdcié javithatosdga szempontjabol az aldbbi
esetek fordulhatnak eld:
A: robusztus optimum
B1: optimum, de nem robusztus, azaz van a
valtozoknak olyan kombinécidja, amellyel a
szerkezet mindsége nem linedrisan romlik.
B2: nem optimum, azaz a valtozoknak van olyan
kombinacioja, amely javit a szerkezeten.
Javithatosag szempontjabol a B2 tipus van kitiintetett helyzetben.
Ugyanakkor az, hogy egy példa B1 vagy B2 tipusba tartozik-e, csak
részletes erdtani szamitdsok alapjan donthetd el, mig az A és a B
tipusok kozott pusztan a szerkezet szimmetriaviszonyai ¢€s a valtozok



ismeretében is kiilonbséget tehetiink. Definidltam ezért a potencidalis
Jjavithatosag fogalmat, ami annyit jelent, hogy a tokéletes szerkezet
B tipusu, ¢és a klasszikus reprezentacioelmélet eredményeinek
felhasznalasdval adott valtozohalmazra és szimmetriatipusra a
potencialis  javithatosag egyszeriien ellendrizhetd — feltételét
hataroztam meg (I. tézis). Ennek segitségével konnyen
kivalaszthatok olyan valtozok, amelyekkel egy szerkezetet kis
zavarassal potencialisan javithatd, ezen beliil a tényleges javithatosag
kérdése részletes erdtani szamitasokkal donthetd el. A potencidlis
javithatosdgra olyan sziikséges, illetve elégséges feltételeket is
meghataroztam, amelyek kizarolag a valtozok szdmara vonatkoznak
(I1. tézis).

A javithatosag mellett tovabbi kérdésként meriilt fel, lehetséges-e,
hogy a szimmetriat kis mértékben megzavarva (lokalis) optimumot
kapunk, azaz a szimmetrikus szerkezet optimadlisan javithato.
Majdnem szimmetrikus optimumokat egy p paraméter bevezetésével
eldallitott feladatcsaladban taldlhatunk a paraméter azon p, értéke
kornyezetében, ahol a szimmetria-sérté valtozok x vektoranak
optimalis értékeit p fliggvényében abrazolva az (x,p)=(0,p,) pontbol
aszimmetrikus (x#0) optimumok dagaznak el. Ezért az optimalis
javithatosdg kérdése a potencialfiiggvények bifurkacidanalizisére
vezet. Nem sima fliggvényekrdl Iévén sz6, az elemi
katasztrofaclmélet eredményeir nem alkalmazhatéak, a sima,
szimmetrikus potencidlok szokasos villa-elagazasa helyett mas
bifurkdciés mintazatok jelentkeznek. Tengelyes szimmetridja
szerkezetekre a vizsgélatot elvégezve megallapitottam, hogy egy
szimmetria-sértd valtozd esetén specialis kivételektdl eltekintve a
szerkezetcsaladban nincsenek optimum-elagazasok (I11.1 tézis), ez az
eredmény azt mutatja, hogy a majdnem szimmetrikus szerkezeti
optimumok rendkiviil ritkdk. Ugyanakkor példat mutattam olyan,
mas szimmetridval rendelkezd szerkezetek csalddjara, ahol a
szimmetrikus  szerkezetek potencidlisan nem javithatok, a
szerkezetcsaladban mégis vannak optimalisan javithatd elemek (II1.2
tézis). Ezekben az esetekben, meglepd moddon, az optimalis
javithatosaghoz kevesebb szimmetria-sértd valtozd bevezetése
sziikséges, mint a potencidlis javithatdosdghoz, annak ellenére, hogy a
természetes intuicid szerint az el6bbi tulajdonsdg  tiinik
specialisabbnak.



ASZIMMETRIA AZ EVOLUCIOBAN

A dolgozat masodik része azzal az evolucios jelenséggel foglalkozik,
amikor kétoldali szimmetriaval rendelkezd ¢lélények
testfelépitésében valamilyen 0roklott aszimmetria jelenik meg, azaz
szimmetriajuk tokéletlenné valik az evolucio soran. Az evolucid sok
szempontbol tekinthetd optimalizalédasnak, de valojaban tobb annal,
hiszen nem egy ,,optimalis” faj egyeduralkodova valdsahoz vezet,
hanem a természetben tapasztalt sokféleséghez. Ennek megfelelden
az evolucios folyamatok modellezése mutat ugyan matematikai
hasonlosagokat a szerkezetoptimalizalassal, de az analdgia csak
részleges: az optimalizalasi feladatok egy adott megoldas josagat
kifejez6 potencidlon alapulnak, ezzel szemben a bioldgiai
modellekben ennek megfeleld fitnesszfiiggvény egy ¢€161ény
¢letképességét adott kornyezetben adja meg. A koOrnyezeti
viszonyokra az adott ¢letk6zOsségben egylitt €16 Osszes ¢€l6lény
hatdssal van, tehat, egy ¢él6lény ,,josdgat” Onmaga mellett a vele
egylitt €10 versenytarsak gyakorisaga €s tipusa is befolyasolja. Ezt a
tulajdonsagot gyakorisagfiiggésnek nevezik.

Az aszimmetria kialakuldsdnak vizsgalatira az adaptiv dinamika
eszkOztardt hasznaltam, amely az evolacido fenti aspektusat
figyelembe veszi, de szdmos, matematikailag nehezebben kezelhetd
tényezOt (pl. az evolicid részletes genetikai hatterét, Osszetett
populéciddinamikai jelenségeket, nagy valtozadssal jaro evolucios
1épések lehetdségét) elhanyagol, igy ardnylag konnyen alkalmazhato
szamos evoluciods jelenség modellezésére.

Az aszimmetria megjelenését két szempont szerint osztdlyoztam. A
megjelenést kivaltdo ok szempontjabol:

a. Egyszeriibb él6lények genetikai rendszerei gyakran nem teszik

lehetdvé az aszimmetria kodolasat. Az evoltcids fejlédés soran

a genetikai rendszer komplexebbé valik, és igy lehetséges lesz

az aszimmetria kialakuldsa. Ha az adott kornyezeti feltételek

mellett eldny0s, ki is alakulnak aszimmetrikus €l6lények. Ezzel



leegyszerilisitett modon egy olyan tényezdt vesziink figyelembe

(a genetikai korlatokat), amelyekkel az adaptiv dinamika

altalaban nem foglalkozik.

b. Az aszimmetria kialakuldsa genetikailag lehetséges, de
okologiailag nem elényds, majd a kiils6 kornyezet
megvaltozdsa miatt elonyossé valik. Ennek modellezéséhez
1dofiiggd adaptiv dinamikai modellt kell vizsgalni.

Okolodgiai jellegét tekintve pedig a kdvetkezd osztalyokba sorolhatd

az aszimmetria megjelenése:

(A) A modell gyakorisagfiiggd. Ezen beliil két, az irodalomban nem
targyalt altipust vezettem be (lasd I'V. tézis):

(A1) ha két aszimmetrikus ¢€l6lény egymas tiikkorképe, akkor
egymassal felcser¢lhetdek, a modell viselkedésének
megvaltozasa nélkiil. Ezt erds szimmetrianak neveztem el.

(A2) ha két aszimmetrikus ¢€l0lény egymas tiikkorképe, akkor
sem azonos a szerepilk. Ezt gyenge szimmetrianak
neveztem el.

(B) A modell nem gyakorisagfiiggd (tehat a vizsgalt evolacids

folyamat optimalizalasi feladatra vezethetdé vissza). Ekkor a

tiikorkeép ¢élolények sziikségképpen felcserélhetdek.

A dolgozat mind a hat esetre felsorolja az aszimmetria
kialakuldsanak tipikus mintazatait, 6sszesen harom kiilonbozot (V.
tézis). A b/(Al) esetben kimutatja egy szokatlan eldgazas-tipus
lehetdseégét is: egy szimmetrikus populdcioban megjelenhet ¢és
elterjedhet egy 1j, aszimmetrikus tipus, amely egyltt ¢l a
szimmetrikus 6sokkel Ez jellegében kiilonbozik az adaptiv
dinamikaban szokvanyos evolucios eldgazasoktol, amelyek soran az
elagazas eldtti Ostipus mindig eltlinik. Az 0j mintazat annak
koszonhetden alakul ki, hogy erds szimmetria esetén az 1dofliggd
modell fitnesszfiiggvénye diszkrét iddpillanatokban degeneraltta
valhat, ugyanakkor a mutacios 1épések véges (nem infinitezimalisan
kicsiny) mérete miatt a degenerdlt modellre jellemzd viselkedés
hosszabb ideig is fennallhat, és azalatt néha szamottevé evolucios
fejlodés is lezajlik. Ez az eset azt is mutatja, hogy az aszimmetria
megjelenésében a kiilsd kornyezeti valtozdsok fontos szerepet
jatszanak.



Az erds €és a gyenge szimmetria kozti kiilonbséget valddi példakon,
mig az Uj tipusi evolicids mintdzatot egy klasszikus modellen
szemléltettem.

AZ UJ TUDOMANYOS EREDMENYEK
OSSZEFOGLALASA

Szerkezeti optimumokra vonatkozé tézisek:

Egy paraméteres (p), n valtozos (x=[x;, 1=1,2,...n]) szerkezet-
csaladok esetén vizsgaltam az n valtozd optimalis értékét lokalisan
(x; <<1), olyan U(p,x) skalar feltétel szerint, amely a szerkezet
»Zyenge pontjaihoz rendelt lokélis potencidlok maximumaként
allithatd eld, azaz a szerkezet leggyengébb pontjdhoz rendelt
mennyis€g. Feltételeztem, hogy p tetszlleges, rogzitett értéke mellett
az x=0 szerkezet nemtrividlis, véges [ szimmetria-csoporttal
rendelkezik, de mas (x#0) szerkezet nem, tovabba hogy az n-
dimenzids szerkezet-halmaz egésze [-invaridns. Az x=0 helyzet
tipikusan az alabbi két tipus egyikébe sorolhato:

(a) Nem sima (robusztus) optimum
(b) Részben vagy teljesen sima optimum, pesszimum vagy nyereg.

Potencidlisan javithatonak neveztem egy x=0 szimmetrikus
szerkezetet az adott valtozokban, ha a szerkezet (b) tipusu. Ezen
belil a pesszimum vagy nyereg jelent tényleges lokalis
javithatdsagot. Annak eldontésére, hogy a potencialisan javithatd
szerkezet ténylegesen is javithaté-e, el kell végezni az erdtani
szamitasokat.

Optimadlisan javithatonak neveztem egy szerkezetcsaladot p=p,
helyen, ha x lokdlisan optimalis értékeinek diagramjaban a p
paraméter valtoztatdsa soran az (p,x)=(po,0) helyen aszimmetrikus
(x#0) optimumokat tartalmazoé elagazas van.

Téziseim célja, hogy a szerkezetek potencidlis illetve optimalis
lokalis javithatosdganak meghatirozasara egyszerlien alkalmazhato,



az erOtani szamitdst nem tartalmazd algoritmusokat adjak. A
szerkezetek potencidlis lokalis javithatosdgara az aladbbi altaldnos
feltételt adtam:

I.

Megmutattam, hogy a potencialis lokalis javithatosag
szilkkséges ¢és elégséges feltétele, hogy a I csoport
reprezenticiéja a valtozék terében nem ciklikus'. Ezaltal
konnyen kezelhetd algoritmust adtam annak eldontésére, hogy
adott szerkezet €s adott valtozo-halmaz esetén a szimmetrikus
szerkezet potencialisan lokalisan javithatd-e. Az algoritmust
hasznalatdt szamos szerkezeti példan illusztraltam. Itt
numerikus szamitasokkal igazoltam hogy a potencialis
javithatosag adott szerkezetre vonatkoztatva gyakran tényleges
javithatosadgot,  szerkezet-csaladra  vonatkoztatva  pedig
tényleges, optimalis javithatosagot jelent.

A csoport-reprezentacio ismerete nelkiil (tehat pusztan a szimmetria
tipusa és a valtozok szama alapjan) is megfogalmazhatok feltételek a
potencialis és optimalis lokalis javithatosagra, természetesen ezek az
I. tézisnél gyengébb, de konnyebben alkalmazhat6d algoritmusokhoz
illetve allitasokhoz vezetnek, melyeket az alabbiakban ismertetek:

II.

Meghataroztam a  potencialis, lokalis javithatosag
sziikséges, illetve elégséges feltételét a valtozok szamara
vonatkozoan. Ezen beliil:

II.1. Megmutattam, hogy egy szerkezet potencialis lokalis
javithatosaganak  tipikusan elégséges feltétele
tetszolegesen valasztott n valtozé esetén n>O(I"), ahol
OT) a T csoport rendjét jeloli. Tengelyesen
szimmetrikus szerkezet példaul két tetszdleges valtozoval
tipikusan potencidlisan lokalisan javithato, C,, illetve D,
szimmetria esetén az elégséges valtozoszam n, illetve 2n.

II.2. Megmutattam, hogy egy tetszoleges szerkezet
potencialis lokalis javithatosaganak tipikusan sziikséges
feltétele tetszolegesen valasztott n valtozé esetén

1

A dolgozatban egy reprezentaciot ciklikusnak neveztem, ha

«r e

komponense.
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n>2dim(I"), ahol dim(I') a I' csoport legkisebb, nem
trivialis, félig  irreducibilis reprezentaciojanak
dimenzi6ja. Diéder és paros rendli ciklikus szimmetridk
esetén tehat n>2, pdratlan rendii ciklikus szimmetridk
esetén pedig n>4 tipikusan sziikséges feltétele a
potencidlis, lokalis javithatosagnak. C, szimmetria esetén a
szliikséges feltétel megegyezik az II. tézisben szerepld
elégseges feltetellel, illetve az 1. Tézis pontos feltételével,
C; szimmetrianal pedig n=3 esetben az allitasok latszolag
ellentmonddak. Ennek magyarazata az, hogy itt nem
1étezik a kiindulo feltételeknek megfelelé n=3 db valtozo.

I1.3. Megmutattam, hogy I'=C,, (tengelyes tiikrozés) és n=1
valtozd esetében specidlis (atipikus) szerkezetek
potencialisan  lokalisan  javithatoak, tehat a
javithatosagnak ebben a Kkiilonleges esetben nem
sziikséges feltétele n>2. Megadtam a specialis esetek
1étrejottének pontos feltételét, felsoroltam létrejévo tipikus
optimum/pesszimum bifurkicidkat, és ezek mindegyikére
szerkezeti példat mutattam. Egy masik, D, szimmetrikus
specialis példaval szemléltettem, hogy mas
szimmetriacsoportokban is talalhatok a I1.2 altézisnek
ellentmondo specidlis szerkezettipusok

III. Az alabbi két allitast bizonyitottam egy szerkezet lokalis,
optimalis javithatosagaval kapcsolatban:

III.1. Megmutattam, hogy I'=C,, (tengelyes tiikrozés) és n=1
valtozo esetében egy tipikus szerkezet-csalad lokdlisan
optimdlisan nem javithat6, tehat az optimalis
javithatosagnak is tipikusan sziikséges feltétele n>2. A
bizonyitds soran felsoroltam a A valtoztatdsa mellett
l1étrejovo tipikus optimum/pesszimum bifurkaciokat, és
ezek mindegyikére szerkezeti példat mutattam.

II1.2.Példat mutattam olyan szerkezetcsaladra és
valtozokra, amely potencialisan lokalisan nem
javithato szerkezetekbol all, de a szerkezetcsalad
lokalisan, optimalisan javithaté. Ezzel igazoltam, hogy
C, szimmetriaval ellentétben bizonyos szimmetriak esetén
az optimalis javithatosaghoz kevesebb valtozo is elég
lehet, mint a potencialis javithatosdghoz.
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Evoluciora vonatkozo tézisek

Az ¢éldvilagban gyakran tapasztalhatd tokéletlen szimmetria
evolicios megjelenését modelleztem az adaptiv  dinamika
eszkoztaraval, azaz egy, az egyedekre jellemzd, 6roklott szimmetria-
sértd x skalar ,stratégia” fejlddését vizsgaltam nagy, aszexualis,
térben jol kevert populaciokban, idében ritkdn jelentkezd, €s x-ben
kicsi, de véges valtozast eldidéz0 mutaciok hatasara. A tézisek célja
elsésorban az aszimmetria megjelenéséhez kapcsoldodd evolacids
mintdzatok feltérképezése.

IV. Gyakorisagfiigg6 modellekben a szimmetria-sértés keét
tipusat Kkiilonitettem el, amit eros/gyenge szimmetrianak
neveztem. Mindkét tipusndl meghatiroztam a modellek
fitnessz-fiiggvényének  szimmetriatulajdonsagait,  valamint
meg-mutattam, hogy a két tipus eltérd evolucios viselkedést
mutat. A két fajta szimmetria-sértésre szdmos valodi példat
mutattam.

V. Az aszimmetria megjelenésének evolucios mintazatait

vizsgalva

V.1. felsoroltam az adaptiv dinamikai modellekben
jelentkezé tipikus mintazatokat, valamint megadtam
valamennyi mintazat kialakuldsanak pontos feltételét.

V.2 kimutattam egy eddig nem ismert evolicios
elagazasi mintazat lehet6ségét, melynek soran
szimmetrikus egyedek kozott elterjed egy U,
aszimmetrikus alak, és egyiitt ¢l az el6bbiekkel.

V.3. megmutattam, hogy az uj mintazat csak valtozo
kornyezetben alakulhat ki, ezzel is bizonyitva, hogy
a kiilsé valtozdsoknak az aszimmetria kialakulasdban
nagyobb szerepe van, mint a hagyomanyos adaptiv
dinamikaban, ahol az evolucios eldgazas jelenségét
1dofiiggetlen modelleken be lehet mutatni.
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